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Tlumeni kmitavych soustav

v realnych soustavach s disipativnimi silami je kmitavy pohyb
omezen nebo primo vyloucen

po vykonani jednoho kmitu se systém nevrati do puvodniho stavu
nejde tedy o dej striktné periodicky

pouze u soustav s nizkou hladinou tlumeni miZzeme déj povazZovat
za kvaziperiodicky s tlumenim jako ,poruchou®

tlumeni je bézny doprovodny jev jakéhokoliv realného kmitaveho
pohybu Ci dé€je, ktery je podle potfeby zesilovan Ci potlacovan

Casty pfiklad tlumeni kmitu v technickych systémech a strojich
obecné

simulace



http://www.acs.psu.edu/drussell/Demos/SHO/damp.html

Linearni harmonicky oscilator

Tlumeny

- vznikne z linearniho harmonického
oscilatoru paralelnim prirazenim tlumiCe se
soucinitelem linearniho odporu b

nejjednodussi pripad:
brzdici odporova sila je primo umerna
rychlosti kmitani




Tlumici sila umerna rychlosti

F,=-bv, b>0 F, brzdici (odporova) sila,
M = F +F, b soucinitel Ilnlearnlho odporu
% = —kX—bx pohybova rovnice

0 dekrement utlumu

%+ 2% + w°x = 0

Pohybova rovnice je opét obycejna linearni

|k S5 b diferencialni rovnice 2. fadu s konstantnimi parametry
W=4 O0=_- a nulovou pravou stranou.
m 2m
A
X(t) =e” < tvar reSeni

2 2 _
A" +200 + " =0 €—— charakteristicka rovnice — odvodit rovnici + fedeni

A,=—06+V6'-w?=—5+D  D’=6°-0"
‘X(t) =Ce™M + Czeﬂ“zt‘<— obecné Feseni: rovnice (1)

C,, C,— z pocCatecCnich podminek pohybu

A1, A, obecné komplexni Cisla vr ST
4 pripady reseni:



|. Zanedbatelny utlum

o/w << 1

D2 ~ _w2

tento stav mizeme charakterizovat jako pripad témeér netlumenych
harmonickych kmit

w0’ =w’ =k/m

- vysledna uhlova frekvence tlumenych kmitt = viastni ahlové frekvenci
oscilatoru

Zmeéna frekvence oscilatoru je v tomto pripadé vyvolana zménami v nékteré
z velicink am



Il. Tlumene periodickée kmity
(0 < 5w < 1)

V tomto pripadé je D? zaporné a koreny charakteristické rovnice jsou
komplexni Cisla:

‘21,2 =d0tiNo' -8 =-6tion, o=Jo'-5° ‘

~, K
2 _ N o2
@ = m d Je uhlova frekvence tlumenych harmonickych

kmita, ktera je mensi nez uhlova frekvence w
X(t) = Cle(—5+i0~))t _|_Cze(—5—i03)t - feSeni rovnice (1)
X(t)=e™* [Cle'“’t +C,e™ ] = Ae~? sin(at + @)
A, @ - nové integraéni konstanty — uréeny z poéateénich podminek

Tlumené harmonické kmity

- nejde striktné vzato o periodicky déj — amplituda kmitt
exponencialné klesa v ¢ase — viz obr.



Il. Tlumeneé periodické kmity
(0 < d/w < 1)

X Ae @

\ﬂ‘/— x(1) = Ae”” sin(at + @)
T

ULEULS e

=P




Rychlost a zrychleni

X(t) = Ae~* sin(at + @)

v(t) = % = Aae ™ cos(at + @) — Ace™ sin(at + @) =

= Ae *[@cos(at + @) — S sin(at + )]

simulace

a(t) = % =A% *|@cos(at + @) — Ssin(at + )|+

+ Ae 2= & sin(@t + p) - 6@ cos(@t + )| =

= Ae 2|~ 55 cos(@t + ) + 6 sin(@t + p) — &° sin(@t + ) — 5 cos(@t + ) | =
= Ae % sin(@t + )|6% — @° |- 2Ae 456 cos(@t + ) =

=X(t)[6% — @"] - 2Ae ™" Sw cos(at + )



http://www.acs.psu.edu/drussell/Demos/phase-diagram/phase-diagram.html

Utlum

- pomeér 2 po sobé nasledujicich maximalnich vychylek na stejnou stranu od

rovnovazné polohy:
X, Ae?“Dsin|aft, +T)+¢]

—e " =konst. —utlum

x,  Ae%sin[at, +¢]
G=In(x /X ) =0T = 2né logaritmicky dekrement Utlumu
. =
@
Vliv utlumu na zménu periodicity tlumenych kmitu:
- pfi srovnani tlum. a netlum. - . :
kmita. plati: Utlum 9 Pomeér period
2
@9:1: 1+‘9_2 - odvodit 1 0 1
@ T, An Soogitat: 075 0,6931  1,0061
P 01 23026  1,0650
. i i 0,05 2,9957 1,1078
T = - casova konstanta tlumeni 0.01 4.6052 1,2398

- vyjadruje ¢as, béhem néhoz se amplituda kmitu e-krat snizi:

|x(t) —e" [Cle‘;”t +C e ] = Ae " sin(at + @) |




lll. Kriticky utlum
- astaticky pohyb (0/w = 1)
Je-li 6/w = 1, pak D = 0 a reSenim charakteristické rovnice je dvojny koren
A, =-6. Pohyb prestava byt pohybem periodickym.

Obecné reseni pohybové rovnice ma tvar:
-
X(t) =& *(C, +C,t)|

Ma-li oscilator v okamziku t = O vychylku z rovnovazné polohy x, = A a nulovou
rychlost vy =0, rovnice dava :

x(t) =e *(C,+C,t), x(0)=C, = A

v(t) = % =C,e?-6(C,+C,t)e*,v(0)=C,-&C, =0
C,=C,=0A - spocitat

X(t) =e*(C, +C,t) = Ae * (1+&)|

Plati tedy:

Kritického utlumu se vyuziva pfri tlumeni pohybu vSude tam, kde je treba,
aby se nejrychleji ustavila rovnovazna poloha.



lll. Astaticky pohyb

Relativni vychylka x/A

1

0.8 A

0.6 -

0.4 A

0.2 A

0.5 1

Relativni cas t/T

1.5




V. Pretlumené kmity - silny Uutlum
(0/w > 1)

Je-li D? = 8% - w? > 0, potom oba koreny charakteristické rovnice jsou
realné a kladné. Obecné feseni rovnice (1) ma pak neharmonicky charakter.
Tlumeni je v tomto pripadé tak velké, ze systém se po vychyleni

Zz rovhovazneé polohy do ni vraci zpet jen velmi pomalu. Kona pfi tom tzv.
aperiodicky (pretlumeny) pohyb.

X(t) = C,eP* 4 C e PPk —e*(Ce™ +C,e ™)
Dt —(Dt
s e( +9) —e (Dt+¢)

X(t) = Ae % sinh(Dt + ¢) = Ae =

2
R e(Dt+g0) _e—(Dt+(p)

e(\/bz—a)z it+gp)
= Ae = Ae™®
2 2

- veliciny C,, C, a A, ¢jsou uréeny pocate€nimi podminkami stejne
jako u jinych pripadi




Linearni harmonicky oscilator

s buzenim a tlumenim

Budici sila: Nuceny kmitavy pohyb kona systém vlivem pusobeni casove
proménné, obvykle periodické, vnéjsi budici sily Fs (t) = Bsin(Qt + )
vlastni frekvence systému w, frekvence budicich harmonickych kmiti Q

g : : K
X+ 2K+ o°X = Esin(Qt + f)
m
obycejna linearni diferencialni rovnice 2. radu Il Kk
s konstantnimi koeficienty, nehomogenni
- Lejl' reseni Ize napsat jako soucet ) P
obécného reseni x?](t) prislusné homogenni

rovnice a libovolné
celé rovnice

X, (t) =Csin(Qt+ B +y) [X(0) = X, (1) + X, (1) |

o partikularniho reseni x(t)

‘x(t) = %, (1) + X, (t) = A sin(w? — 57 k + ]+ Csin(Qt + g+ 7/)‘




Reseni

Simulace

Vychylka tlumeného pohybu klesa exponencialné s rostoucim ¢asem
a po uplynuti urcité doby zbyvaji prakticky jen netlumené kmity,
jejichz frekvence je rovna frekvenci budicich kmiti Q vnéjsi budici
sily. Pak kona oscilator jiz jen kmity se stejnou frekvenci, jakou na néj
pusobi vnéjsi periodicka proménna sila a témto kmitim rikame
nucené kmity. Rozepsat:

Shoda reseni s diferencialni rovnici pro argument fce sin:
0 2mdaCQ = —Bsin y

2K
/2 —~mCQ*+mCaw® =Bcos y t97=—m
o B G, __20mQC

my(w? - Q) +45°0° "B



http://www.acs.psu.edu/drussell/Demos/SHO/mass-force.html

o A 4 A\ 4 Y 4
Dusledky reseni
- po urcité dobé od zacatku pusobeni sily nastane ustaleny stav a systém jiz
kmita periodicky

- vlastni kmity systému po urcité dobé odezni a systém se ustali na
netlumeném harmonickém kmitani s frekvenci Q

- vliv tlumeni se vSak promitne jak do amplitudy buzenych kmiti — viz

B
C= -
my(w? - 2?f +45°2°
“x - . . : 2X) : 20mQC
a rovnez do jejich faze — viz |ty = ——; o a s|n7/:_T
a) —

- obé konstanty A, ¢, pritomné v feseni rovnice

X(t) = X, (1) + X, (t) = A sin[(w? — 52k + g+ Csin(Qt + 5 + 7)‘

ztraci svij vliv v prbéhu tlumeni tak, jak X, (t) >0



Rezonance buzenych kmitu

Relative Amplitude (-)

Angle .GarEJa (Radian)

Relativni tlumeni

| (@)
1

w
1

N
1

Relativni tiumeni
—0—05

—0—0.1

=B 0.025

Relative Frequency (-)

Relative Frequency ()
1 15 2

Rozdil w? — Q° ve jmenovateli vyrazu
pro C ukazuje, ze amplituda C
vynucenych kmitu je tim vétsi, ¢im
je mensi rozdil mezi uhlovou
frekvenci w vlastnich netlumenych
kmita a uhlovou frekvenci Q kmita
vynucenych. To je rezonance.
Zavislost amplitudy vynucenych
kmit na frekvenci budicich kmitt C
= C (Q) nazyvame rezonancéni
krivkou v amplitudé.




Cinitel jakosti a energie
buzenych kmitu

Q — charakteristika kmitajiciho systému

W _
Q =27——| 2w nasobek poméru priimérné energie oscilatoru
AW k energii AW rozptylené tlumici silou za dobu jedné
periody
— 1, 1 ,, 1QF B W
W=—mv_ "~"=—mQ°C"=—
m = 2 =
2 2 2 m (@2—92)24‘45292 Q T ATW 25

T T
AW = —[F dx = 20mQ’C? [cos’Qtdt rozepsat
0 0

B? oQ

AW =2mmQC? =27 >
M (02 - Q%) +45%Q?

pri velké hodnoteé Cinitele jakosti Q je
akumulovana energie podstatné vétsi nez
energie dodavana kmitu béhem jednoho cyklu.

kazdy oscilator je plné charakterizovan vlastni
frekvenci a Cinitelem jakosti a to bez ohledu na
to o jaky kmitavy proces jde a jakého
charakteru je ztratovy vykon.



Rezonance pri nizkem tlumeni

(5 << w)

- pri nizkych hodnotach tlumeni lze zanedbat 6 a za rezonanci povazujeme
pripad, kdy w = Q

- fazovy posuv ¥ mezi budici silou a nucenymi kmity ve stavu rezonance
prave -1/2 — viz graf

- tento fazovy posuv zajist'uje, ze budici sila pusobi stale ve smyslu
»pohybu* oscilatoru a kona stale kladnou praci

Ustaleni:

- veSkera prace konana budici silou se nejprve spotfebuje na premahani
odporu, kterymi se kmity tlumi — roste amplituda kmiti a jejich energie

- poté dosahuje amplituda a priblizné také energie ustalené maximalni
hodnoty



Cviceni

. Odvodte vztah pro pomér mezi m-tou a n-tou maximalni vychylkou oscilatoru (m je
vetSi nez n).

. Vlypoctéte relativni vychylku tltumeného oscilatoru s dekrementem utlumu é = 2w a
a srovnejte se stejnou zavislosti vypocCtenou pro oscilator s kritickym utlumem (& =
w).

. Vlypoctéte relativni vychylku tlumeného oscilatoru pro pfipad s dekrementem
utlumu 6 = nw, kde n je Cislo vétSi nez 1. Vysledek porovnejte s relativni vychylkou
u oscilatoru s kritickym utlumem.

. Pro pokrocilejsiho Ctenare:

Prostudujte praci Torzo, G., Peranzoni, P., 2009: The real pendulum: theory,
simulation, experiment. Lat. Am. J. Phys. Educ. 3, 221-228.
(http://www.journal.lapen.org.mx/May09/LAJPE%20241%20preprint%20f.pdf),
a sestavte pohybovou rovnici kyvadla s velkou amplitudou kyvu pfi pisobeni
tlumeni. Numericky reste ziskanou rovnici a diskutujte anharmonické efekty

v souvislosti s tlumenim.



