Neékteré pojmy z linearni algebry

5. brezna 2020

Tento text pojimejte, prosim, pouze jako vypisky ze skript:
Petr Olidk: Uvod do algebry, zejména linedrni, CVUT, Fakulta elektrotechnickd.

Pro presné znéni definic a pro dukazy uvedenych tvrzeni vas odkazuji na tato skripta.

1 Linearni prostor
o Redlny linedrni prostor je neprazdnd mnozina L, na které jsou definovany operace:

— scitant vektoru ... &: L X L — L,
— ndasobent vektoru skaldrem ... ©@: R x L — L,

v 172 = = =

l.Zey=y0f,

2. Ty eZ=2d (Yo ?2),

3. a0 (BOT)=(a-B)OT,

4. a®(Fa)) =(a0d) e (a0,
5. (a+B)0Z=(a0f) @ (B80T,
6.

7

. existuje vektor ¢ € L takovy, ze pro kazdy vektor Z € L plati 0 © & = 0.
e Prvky mnoziny L nazyvame vektory,
e prvky mnoziny R nazyvame skaldry.
e Plati:

— TZ@®o=7  pro kazdy vektor ¥ € L

x protoze: T®=70 00 =100 00D)=>01+00F=7
—a®d=0 pro kazdy skalir o € R

% protoze: a@I=a000Z) =(0-000F=00F=7

Piiklad. L = R? ...vektory jsou dvojice realnych &isel (soufadnice bodit v redlné roving)
o T=(21,22), ¥= (y1,%2)
e T Y= (z1,22) D (Y1,92) = (¥1 + Y1, 72 + y2)
e aOZ=a0 (r1,22) = (- 21, T3)
Piiklad. L = R? ... vektory jsou trojice redlnych é&isel
o &= (v1,72,73), ¥ = (Y1,Y2,Y3)
o TDY = (z1,22,73) ® (Y1, Y2, ¥3) = (T1 + Y1, T2 + Y2, 73 + Y3)
e 0 OT¥=a0 (r1,22,23) = (0 x1,  Ta, - T3)
Piiklad. L = R" ... vektory jsou n-tice redlnych ¢isel

o I= ($1,332,...,.73n), g: (ylvaa-”ayn)



e TRy = (x1,22,...,2,) D (Y1,Y2,---,Yn) = (1 + Y1, 22 + Y2, .., Tn + Yn)
e aOZ=a0 (r1,22,...,2n) = (@ - Ty, 0 T, ..., Tp)

Priiklad. L = P, ...vektory jsou polynomy nejvyse druhého radu
o p(z) = paa® + p1z + po

Priklad. Mnozina polynomu pravé druhého fadu neni linedrni prostor!

Piiklad. L = P, ...vektory jsou polynomy nejvyse n-tého radu
b p(m) = ppa™ +pn71$n_1 +--- +p2x2 + p1x + po
Piiklad. L = Fp ... vektory jsou redlné funkce definované na mnozing D C R, tj. Fp = {f | f: D —» R}

e pro u,v € Fp a pro a € R definujeme:

(udv)(x) = wu(z)+v(zr) prokazdé xe€ D
(a@u)(r) = a-u(z) prokazdé x € D

2 Linearni podprostor

e Méjme linearni prostor L.

Neprazdnou podmnozinu M C L nazveme linedrnim podprostorem prostoru L, pokud plati:
1. V5 geM: ZoyeM,
2. Va e RVZeM: aGZXe M.

e Linedrni podprostor M je linedrni prostor.

Prunik dvou linedrnich podprostoru je opét linedrnim podprostorem.
e Sjednoceni dvou linedrnich podprostorti nemusi byt lineirnim podprostorem.

Poznamka. V dalsim textu budeme, jak je v literature obvyklé, pouzivat pro s¢itani vektort znaceni

»+" a pro nasobeni vektoru skaldrem znaceni ,,-”, pfipadné tento symbol zcela vynechdame. Tedy:
ity = Tej
a-¥ = af = a®T.

Také budeme predpokladat, Ze operace nasobeni skaldrem mé prednost pied operaci s¢itani vektoru.

3 Linearni kombinace, linearni zavislost, linearni obal
e Linedrni kombinace vektoru &y, ¥s, ..., T, je vyraz
oy T+ T+ ap - T,
kde a1, ag, ..., o, € R jsou skalary. Cislam aq, oo, . . ., a, ikime koeficienty linedrni kombinace.
e Linedrni kombinace se nazyva trividing, pokud jsou vSechny jeji koeficienty nulové.
e Trividln{ linedrni kombinace je vzdy rovna nulovému vektoru.

e Vektory jsou linedrné zdvislé, pokud existuje netrividlni linedrni kombinace, kterd je rovna nulovému
vektoru.

— V opaéném piipadé mluvime o linedrné nezdvislyjch vektorech.

e Vektory jsou linedrné zavislé tehdy, pokud néktery z nich je mozné vyjadfit jako linearni kombinaci
ostatnich.

e Linedrni obal mnoziny vektoru B = {Z1,%a,...,Z,} C L je mnozina vsech linedrnich kombinaci
téchto vektoru.



e Linedrni obal znacime ({&1,Zs,...,Z,}), (Z1,Z2,...,Z,) nebo (B).
e Linearni obal je linearnim podprostorem linearniho prostoru L.
Piiklad. Vektor (6,—9) je linedrn{ kombinaci vektoru (2,—1) a (0, 3), protoze:
(6,-9) = 3-(2,—-1)+(-2)-(0,3).

Piiklad. V linedrnim prostoru R? jsou vektory (2, —1,0), (1,0,3) a (1, —2, —9) linedrné zavislé, protoze
napiiklad
2.(2,-1,0) - 3-(1,0,3) — (1,-2,-9) = (0,0,0).

Piiklad. V linedrnim prostoru R? jsou vektory (1,0,0), (0,1,0) a (0,0,1) linedrné nezavislé, protoze
rovnice
m4 jediné (trividlni) feseni: « =0, 5 =0, v = 0.
Piiklad. V linedrnim prostoru P, jsou polynomy 222 — z, 22 + 3 a 22 — 22 — 9 linedrné zavislé, protoze
napiiklad

2- (202 —2) —3-(2*+3)— (2 —22-9) = 0.

Piiklad. V linedrnim prostoru P, jsou polynomy 22,  a 1 linedrné nezéavislé, protoze rovnice

m4 jediné (trividlni) feseni: « =0, 8 =10, v = 0.

2 2

Pi#iklad. V linedrnim prostoru Fig -y jsou funkce u(x) = cos®x, v(x) = 2sin
zavislé, protoze napiiklad

x a w(z) = 4 linedrné

4-cos’x+2-2sin*z—1-4 = 0 pro vSechna z € (0, 7).

Piiklad. Linedrni obal vektori (1,0,0) a (0,1,0) (v linedrnfm prostoru R3) jsou vSechny vektory ve
tvaru (s,t,0), kde s,t € R.

2

Piiklad. Linearni obal polynomu z“, z a 1 jsou vSechny polynomy nejvyse druhého radu.

Piiklad. Linedrni obal bodu v roviné (pokud se nejednd o pocatek) je pifmka ktera obsahuje tento bod
a pocatek.

Cvieni. V R3 vyjadiete (5,12, —17) jako linedrn{ kombinaci vektort (1,3, —1), (—=1,-2,5) a (1,5,8).
Reseni. (5,12, -17)=2-(1,3,—1) —3-(—1,-2,5) +0-(1,5,8)

Cviéeni. V R3? vyjadiete (2,3, —10) jako linedrni kombinaci vektort (1,3, —1), (=1,-2,5) a (1,5,7).
Reseni. Nelze.

Cviéeni. Jsou v linedrnfm prostoru R* vektory (1,2, —2,0), (3,4,—1,1), (1,5,7,0) a (=2,3,3, —2) line-
arné zavislé?

ResSeni. Ano.

Cviéeni. Jsou v linedrnim prostoru R* vektory (1,3, -2,1), (2,7,-2,5), (1,4,1,3) a (1,5,1,9) linedrné
zavislé?

Reseni. Ne.

Cviéeni. Jsou v linedrnfm prostoru Ps polynomy 3x2 +2z2 4+ x4+ 1, 23 +422 =32+ 2,223 + 522 —z a
23 + 22 + 2z — 2 linedrné zavislé?

ReSeni. Ano.



4 Baze

e Me¢jme linearni prostor L.
e Mnozina vektoru B C L se nazyva bdze linearniho prostoru L, pokud:

— B je linearné nezavisla,
— (B) = L.

e Béze je minimélni mnozina vektort, které generuji dany linedrn{ prostor L.

e Kazdy vektor linedrniho prostoru L lze (jednoznacné) vyjadfit jako linedrni kombinaci vektortu béze
B.

e Koeficientiim této linedrni kombinace se fikd souradnice vzhledem k bdzi B.
e Kazdy linearni prostor ma bézi.

e Pro linedrni prostor L, ktery ma bazi s koneénym poctem prvku, plati, Ze vSechny jeho baze maji
stejny pocet prvku.

e Pocet prvki baze takového linearniho prostoru nazveme dimenzi tohoto linearniho prostoru.

Pi#iklad. Mnozina B = {(1,0), (0,1)} je béz{ linedrniho prostoru R?. Nazyvame ji standardni bdze tohoto
prostoru. Napiiklad vektor ¥ = (11, 7) lze vyjadrit jako linedrni kombinaci (11,7) =11-(1,0) +7-(0,1).
(3

Pi#iklad. Mnozina C' = {( 1),(3,1)} je také bazf linedrniho prostoru R?. Vektor o = (11, 7) lze vyjadiit
jako linearni kombinaci (11,7) =5-(1,1) +2-(3,1). Soutadnice vektoru ¥ vzhledem k béazi C' jsou tedy
5 a 2.

P#iklad. Mnozina C' = {(1,1),(3,1),(5,3)} nenf baz{ linedrntho prostoru R2, protoze vektory této mno-
Ziny jsou linedrné zavislé (ovéite).
Pi#iklad. Mnozina D = {(3,1)} neni baz{ linedrnfho prostoru R?, protoze (D) # R? (napftiklad vektor

(1,2) neni zadnym ndsobkem bézového vektoru (3,1)).

Piiklad. Mnozina B = {22, 7,1} je béz{ linedrniho prostoru polynomi nejvyse druhého fddu Py. Nazy-
vame ji standardni bdze tohoto prostoru. Napifklad polynom p(x) = 22 + 5z + 2 lze vyjadfit jako linedrn{
kombinaci 22 + 5z +2=1-22+5-2+2-1.

Prlklad Mnozina C = {2 4+ 1,2* + 1,z + 1} Je také bézi linearntho prostoru Ps. Polynom p(x ) =
2?2 + 5x + 2 lze vyjadiit jako hnearm komb1nac1 2 +5r+2=1-(2241)+5-(22+1)+2- (z+1).
Soufadnice vektoru ¥ vzhledem k bazi C jsou tedy 1, 5 a 2.

Cvigeni. V linedrnim prostoru R? vyjadfete vektoroy (9,6) a (-2, 4) v soufadnicich baze B = {(1,3), (4,2)}.
Reseni.
(9,6) = 2-(1,3)+1.5-(4,2),

Cviéeni. V linedrnim prostoru P, vyjadiete polynom 222 + 3z + 1 v soufadnicich baze B = {a? + 2z, z +
1,2}

Reseni. 222 + 32 +1=2- (2?2 +2x) + (=1)- (z+ 1) +1-2

Cviceni. Ovéite, ze mnozina vSech feSeni nasledujici soustavy linedrnich rovnic tvoii linearni prostor a
naleznéte jeho bazi.

a — 3 — ¢ 4+ 5d = 0
20 + b + B¢ + 3d = 0
a —+ b + 3¢ + d = 0
20 — 3b + ¢ + d = 0



Reseni.

1 -3 -1 5[0 1 -3 -1 5|0
2 1 5 30 0o 7 7 -7|0 1 -3 -1 5|0
11310”044-40”(011—10)
2 -3 1 7]0 0 3 3 =30

(a,b,c,d) = (=28 — 2t,—s + t,s,t) = s(—2,-1,1,0) + t(—2,1,0,1)

Mnozina v8ech FeSeni této soustavy linedrnich rovnic je vlastné linedrni obal vektora (—2,-—1,1,0) a
(-2,1,0,1).

Bézi je napiiklad mnozina {(—2,—1,1,0),(-2,1,0,1)}.

5

Skalarni soucin, velikost vektoru, vzdalenost dvou vektoru

Megjme linearni prostor L.

Skaldrni soucin dvou vektoru &,y € L znacime (Z,%); je to operace typu L x L — R, kterd pro
kazdé tii vektory Z, ¥, Z € L a kazdy skalar a € R spliiuje:

(Z,9) = (4, 2),

(f—i_ 78 5) = (57 5) + (ga Z),
(a'fvg):a (fag)v

(

A A

(Z, &) = 0 pouze tehdy, kdyz & = 4.

Pro kazdy vektor & € L plati: (0, %)

Velikost (téz normu) vektoru & € L definujeme jako redlné ¢islo dané predpisem:

Pro kazdé dva vektory &,y € L a pro kazdy skalar a € R plati:

o
. ||Z]] = 0 pouze tehdy, kdyz & = 7,
<Nzl = ol - 121,

NZ gl < 2]+ (171

N

Vzddlenost (téz metriku) dvou vektoru Z, ¢y € L definujeme jako redlné ¢islo dané predpisem:

1

2 0

3. o(%, %) = o(¥, T),
4 0

Rekneme, ze dva vektory &, 7 € L jsou na sebe kolmé (nebo téz ortogonding; znacime @ L 7), pokud
(Z,9) = 0.

Piiklad. V linearnim prostoru R™ muzeme definovat skalarni sou¢in naptiklad predpisem:

n
(fazj) = ((xl?x?v'"’xn)a(ylvy%"'vyn)) =1 +1’2y2++xnynzzxzyz
=1

Jednad se o tzv. standardni skaldrni soucin na R™.



6 Prostor Ly(a,b)

Viz [Pre, Clanek 16.1], [Rek, Clanek 4] nebo [Ol3, Pozndmka 8.81].

e Rekneme, ze funkce u je v intervalu (a,b) integrovatelnd s kvadrdtem (druhou mocninou), pokud

existuji (a tedy maji koneénou hodnotu) integraly

/a " (). / "2 (),

e Mnozinu viech takovychto funkef zna¢ime Lo(a, b).

e Ls(a,b) je linedrni prostor; je to navic linedrni podprostor linedrniho prostoru F, jy redlnych funket

definovanych na uzavieném intervalu (a, b).

e Na linedrnim prostoru Ls(a,b) lze zavést, pro funkce u,v € La(a,b), skaldrni soucin (u,v), normu

|lu|| a vzdélenost o(u,v) pomoci predpisu:

b
(u,v) = / u(x) - v(z) da,
lull = V/(u,u),

o(u,v) = [lu—vll.

e Funkce u,v € La(a,b), pro néz plati o(u,v) = 0, nazveme ekvivalentni v prostoru Ly(a,b).

e Takové dvé funkce se mohou lisit nejvyse na mnoziné nulové miry (napifklad v konetné mnoha

bodech), tikdme také, ze jsou si rovny skoro vsude.
e Funkce u € Lao(a,b) je normovand v prostoru Lo(a,b) pokud je jeji norma rovna jedné.

e Funkce u,v € La(a,b) jsou ortogondlni v prostoru La(a,b) (zna¢ime u L v) pokud (u,v) = 0.

Piiklad. Funkce u(z) = 1 — x a v(z) = 22 patif obé do prostoru L(0, 1), nebot’ nasledujici integraly

existuji a jsou konecné:

/ u(a)de
/ " 2(e)de
/Olv(:c)dx _ /lezdm
/Olvz(x)dx - /013:4dz - [“’”;]: - 1

Funkce w(z) = x~! nepati{ do prostoru L (0,
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Vzdalenost funkei v a v je:

1 1
olu,v) = |[1—z—2%| = \// (1—z—2x2)2dzx = \// (1—-2z—22+ 2234 24)dx
0 0

), protoze naptiklad nésledujici integral neni koneény:



Piiklad. Nésledujici funkce u a v jsou obé prvky prostoru Lo(0, 1) a jsou ekvivalentni v prostoru Lo(a, b),
protoze jsou si rovny skoro vsude (lisi se pouze v jednom bodé, a to v bodé %)

u(z) = =,

r pokud x € <0, %) U (%, 1>,
1 pokud z =

N[

Piiklad. Funkce u(z) = = — 22, v(z) = 1 — 2z a w(z) = 2z jsou prvky linedrniho prostoru Lo (0,1)
(oveite). Jejich vzdjemné skaldrni souciny jsou rovny:

1 1 72 2471
(u,v) = / (x —2*)(1-22)dr = / (x —32% +22°)dr = { -z + } = 0,
0 0 0

1 1 3 471
2 1
(u,w) = / (x —2?)-20dx = / (22 — 223)dx = 2T = -,
o o 3 2, 6
1 1 371
4 1
(v,w) = / (1-2z)-2zdx = / (22 — 42*)dx = 22— = —-.
0 0 3 1o 3
Plati tedy:
u L v, u f w, v L w.
7 Grammuv determinant
Viz napiiklad [Var, Véta 5.2].
e Funkce uy,us,...,u, € La(a,b) jsou v La(a,b) linedrné zavislé prave tehdy, pokud je Grammaiv
determinant
(ur,ur)  (ui,u2) ..o (u1,up)
(ug,u1)  (ug,uz) .. (u2,up)
D(uy,ug,...,u,) = det .
(un7u1) (un7u2) (unaun)

rovny nule.
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