Fourierovy rady

13. brezna 2020

Tento text pojimejte, prosim, pouze jako vypisky ze skript:
[Rady] Ladislav Pricha: Rady, CVUT, Fakulta elektrotechnickd, 1996.
Pro ptesné znéni definic a pro dukazy uvedenych tvrzeni vas odkazuji na tato skripta.

Dalsim zdrojem studia muze byt i [Pre, Kapitola 16].

1 Uvod

e Periodické redlné funkce lze s vyhodou aproximovat pomoci trigonometrickych fad, které jsou spe-
cidlnimi pfipady fad Fourierovych.
2 Ciselna rada
o Necht’ {ar}72, je posloupnost redlnych cisel.
e Symbol

o0
Zak = a1 +ag+az—+...
k=1

nazyvame ciselnou rfadou (nebo jen fadou).

e Pro n € N nazyvame c¢islo
n
Sp = E Qg
k=1
n-ty édstecny soucet rady.

e Pokud existuje limita s = lim,,_,+ S5, potom hodnotu s nazyvame souctem rady a piSeme

oo
s = E ag.
k=1

e Pokud je s kone¢né realné ¢islo, potom fikame, ze fada konverguje.
e Pokud s = co nebo s = —o0, potom Fikame, ze fada diverguje.
e Pokud limita lim,,_,~, s, neexistuje, potom fikame, ze fada osciluje.
Pi#iklad. Rada ooy (%)k konverguje, jejim souctem je 1.
Piiklad. Rada > e 1 diverguje, jejim ¢dsteénym souctem je s, = n, a proto s = lim,,_, s, = 00.

Piiklad. Rada > ;o (1)~ osciluje. Jeji ¢dsteéné soucty jsou dény vztahem

1 pokud je n liché,
Sn . )
0 pokud je n sudé.

Limita lim,_, ., s, neexistuje.



3 Funkéni rada

e Necht’ {fx}32, je posloupnost redlnych funkei definovanych na mnoziné A.

e Symbol
> fel@) = @)+ faz) + falx) + ..,
k=1

kde x € A, nazyvame funkéni fadou.

e Mnozinu vSech hodnot x € B C A, pro které rada konverguje konverguje, nazyvame oborem kon-
vergence. PiSeme potom

fl@) = > ful@), weB,
k=1
a tikdme, ze fada konverguje bodové pro x € B.

Piiklad (Mocninng fada). Radu
Z ar(x — o)k,
k=1

kde ar € R a xg € R nazyvdme mocninnou fadou. (Taylorovy fady jsou pifkladem mocninnych fad.)

Piiklad (Fourierova fada). Radu

% + ;(ak cos kwz + by, sin kwx),

kde ar,br € R a w € (0,00), nazyvame trigonometrickou fadou nebo Fourierovou fadou.

4 Periodické funkce

e Rekneme, Ze redlna funkce f: R — R je periodickd s periodou T' € (0, 00), pokud pro kazdé = € R
plati
fla+T) = f(a)

e Poznamka: Pokud je f periodicka s periodou T, potom je periodickd i s periodou kT pro libovolné
keN.

e Pozndmka: Chovén{ periodické funkce f je plné ddno jejich chovdnim na intervalu (0,T).

e Pokud jsou funkce f a g periodické, potom jsou periodické i funkce f +g, f-g, |f| a f' (pokud m&
funkce f derivaci).

e Pokud je funkce f periodickd a pokud je navic v intervalu (0,T) po ¢dstech spojitd, potom pro
kazdé o € R plati
T a+T
/ flx)dz = / f(z)dz.
0 «

5 Fourierovy fady (obecnéji)
e Méjme linedrni prostor Ls(a,b).
e Zvolme v Ly(a,b) ortonorméln{ bdzi

B = <<)01a Y2, ¥3, --- >

e (Pro ortonormélni bézi plati, ze kazdé dvé ruzné bézové funkce jsou ortogonalni, a ze kazdd bazova
funkce je normovana.)

e Kazdou funkei f € La(a,b) lze vyjadiit jako linedrni kombinaci bazovych funkei:

[ = a1p1 + aops + azps + ... (1)



e Jak najit koeficienty této linearni kombinace, pokud zndme funkci f?

)

e Vyndsobime rovnici (1) ,skaldrné” po fadé funkcemi ¢1, pa, @3, ...:

(frp1) = (arp1,01) + (a2p2,01) + (azps,p1) +
(fip2) = (arp1,02) + (a2p2,902) + (azps,p2) +
+ (a2p2,93) + (asps,p3) +

(fips) = (a1p1,93)

e Vzhledem k vlastnostem skaldrniho souc¢inu muzeme soustavu upravit na:

(fip1) = ai(pnp1) + a2l(p2,91) + as(ps, 1) +
(f,p2) = o1(pr,02) + o2(p2,92) + oa3(ps,e2) +
(f,p3) = o1(p1,93) + oa2(p2,93) + o3(ps,e3) +
e Protoze funkce @1, @2, @3, ... tvori ortonormalni bazi, dostavame:
(f,p1) = a1 + 0 + 0 +
(fyp2) = 0 + az-1 + 0 +
(f,p3) = 0 + 0 + az-1 +
e Koeficienty linearni kombinace jsou tedy dany vztahy:
b
o = (fip1) = f(z) o1 () dz,
"
ar = (fip2) = f(z) p2(x) dz,
b
as = (fips) = f(x) p3(z) dz.

a

o Cisla oy, = (f,¢r), k € N, nazyvdme Fourierovy koeficienty funkce f vzhledem k bazi B prostoru
L2 (a, b) .

e Rada -
Z fa @k
k=1

je Fourierova tada funkce f vzhledem k bézi B prostoru Lo(a, b).

6 Fourierovy fady (konkrétnéji)

e V prostoru Ly(0,T), T € (0,00), tvoii systém funkei

B = —cos z (3084—7r zs' 41 zcos,G—7r
= \/ v A/ ”T \/ Tx, ”T me, ”T T:z:,
< / / /2 21k >
= sm—x
=1

ortonormalni bazi.



e Byva zvykem znacit w = 2% (w je tzv. dhlovd frekvence). Potom méme:

/1 /2 [2 .
B = < T ?Coskwx, Tsmkwx>

e Méjme funkci f, kterd je linedrni kombinaci funkci baze B, tzn. existuji koeficienty ag € R, ay, B €
R,

oo
k=1
k € N, takové, ze:

flx) = ozo\/; + ;(W\/zcoskwx + ,Bk\/zsink:wx>.

Potom (podle Kapitoly 5) pro tyto koeficienty plati:
1 1"
<\/T,f> - V5 1@
\/Ecoskwxf = \/2/Tf(x)coskwxdx
T ’ VT ’
Bk = 2 sinkwz, f | = 2 /T f(z)sin kwz dx
oAV T ’ - V7, ‘

e Trigonometricka fada: Pro ap € R, o, B € R, k € N, w € (0, 00) nazyvame

Qo

&95

% + ;(ak cos kwzx + B sin kwx)

(Klasickou) trigonometrickou radou. Jednd se o specidlni piipad Fourierovy rady.

e Vyjadreni periodické funkce trigonometrickou fadou: Méjme periodickou funkci f o periodé
T € (0,00) a thlové frekvenci w = 2%, kterou lze vyjadiit trigonometrickou fadou, tj. existuji
koeficienty ag € R, ag, Bk € R, k € N, takové, ze:

flx) = % + Z(ak cos kwzx + B sin kwx) ... pro véechna x € R.
k=1

Potom pro tyto koeficienty plati:

9 (T
@ = ; (z) da, (2)
9 (T
ap = = ; f(z) cos kwx dz, (3)
Br = ;/OT f(z) sin kwz dz. (4)

7 Priklady

Piiklad. Necht’ f je periodicka funkce s periodou T = 2, kterd je na intervalu (0, 2) definovana predpisem:

1 pokud x € (0,1),
fa) = {1 ° oY
0 pokud z € (1,2).

1 o—g S




Vyjadifme tuto funkei trigonometrickou fadou. Uhlové frekvence je w = 27” = 7. Podle (2), (3) a (4)
mame:

1
ay = g/ lde = 1,
2 Jo
2 [t 1 1
o = 5/0 1-coskrxdx = E[sinkmc]o = 0,
2 ! 1 1 1
Br = 5/0 1-sinkrxdzr = —E[coskwx](l) = —E(coslmr—cosO) = _E((_l)k_1>'

Funkci f tedy muzeme vyjadrit jako

1 21— (=1 .
flx) ~ 3 + ;Tbmkﬂx

2 2 2 2
= — 4+ —sinmx + —sindnx + —sindbrx + —sin7rxr + ...
s 3 5m Vs

2
Grafy ¢asteénych souctu této rady jsou vidét na nésledujicich obrézcich:

1 1)

0l 1 2 3 0 1 2 3
1, 2 1, 2 2
5+ Zsinmx 5+ Zsinmax + 5= sin 3wz

1]

\ 1 2 3
% + % sinTx + 3% sin 3mx + 5% sin b % + %Sinﬂ'm + %sinSﬂx + %sin?ﬂrm—i— % sin 7Tmx

Piiklad. Necht’ f je periodickd funkce s periodou T' = 1, kterd je pro x € (0, 1) definovdna pfedpisem
f@) = .

0 1 2 3
Vyjédifme tuto funkei trigonometrickou fadou. Uhlova frekvence je w = 2t = 2. Podle (2), (3) a (4)
mame:
9 1
ap = f/ zdx = 1,
L Jo
2 1
ap = 7/ x-cos2krxdx = 0,
L Jo
2 ! 1
Br = f/ r-sin2krrdr = — —.
1 0 k'ﬂ—
Funkci f tedy muzeme vyjadfit jako
1 — 1
fl@) ~ 5 Esin?lmm
k=1
1 1 . 9 1 . 4 1 . 6 1 . 3
= - — —sin — —sin — —sin — —sin —
5 —sin2mr — o—sindre — o sinbre — - sin8rz



Grafy ¢asteénych souctu této rady jsou vidét na nésledujicich obrézcich:

1] 1
0l 1 2 3 0l 1 2 3
%— L sin 27 L Lgin2ne — L sindra
™ 2 il 27

1 1]

0l 1 2 3 0l 1 2 3
1 1g — L — L 1 _ Lin2re — 5k sindre — ok sin6re — 4L sinSre
5 — > Sin2rx — 5—sindnx — o sin 6wz 3 — Lsin2 S sind A sin6 A sins

Piiklad. Necht’ f je periodicks funkce s periodou T = 2, kterd je na intervalu (0, 2) definovdna predpisem:

T okud z € (0,1),
f(x) = ’ oy
2—2 pokud z € (1,2).

1
0l 1 2 3
Vyjédiime tuto funkei trigonometrickou fadou. Uhlova frekvence je w = Zr — 7. Podle (2), (3) a (4)
mame:
9 1 2
ag = (/ xdx + /(2—x)dx) = 1,
2 \Jo 1
9 1 2
ap = 2(/ xcoskmrxdr + / (2—x)cosk7r:vdx>
0 1
1 1 2 coskm — 1 (—1)F -1
= W [COS k’/rl’]o W [COSIC’/T,’Z?}I = 2. W = 2- W,
9 1 2
By = 2(/ xsinkrzdr + / (2x)sink7r:vdx) = 0.
0 1
Funkci f tedy muzeme vyjadiit jako
1 = (-1)F -1
flx) ~ 3 + ;ZWCOS]CTFJ)
= 1——COS x—icos?)x— cosdHmr — 4 cosTmr —
T T @O T g O T o5 COROTE T g SOV I T

Grafy ¢asteénych souctu této rady jsou vidét na nésledujicich obrazcich:



0! 1 2 3 0l 1 2 3
%—%cosmc %—% COSTTE — g 4 cos 3z
W W
0l 1 2 3
1 4 _4 3 _4 3 5 14 cosma — cos 3wx — cos 5w — cos Tmx
Q—ﬂQCOSﬂ'CC—QWQCOS 7TJC—25W2C05 ™ bR g 9? : m Somw m

Piiklad. Necht’ f je periodickd funkce s periodou T' = 1, kterd je pro € (0, 1) definovdna pfedpisem
f@) = a2

0 1 2 3

Vyjédifme tuto funkei trigonometrickou fadou. Uhlova frekvence je w = 2t = 2. Podle (2), (3) a (4)

mame:
2 [, 2
frng - d p— =,
(7)) 1/0 X i 3
2 ! 1
ap = I/o z? - cos2krxdr = 22
2 [t 1
Br = f/ 22 sin2krzdr = — —.
1 0 k'/T
Funkci f tedy muzeme vyjadrit jako
1 Nt 1 1
flx) ~ 3 + Z(WCOSZRﬂx - kﬁsian’mc)
1 1 1 1 1
= 3 + pcos%rx — ;sin?mv + 4—71_2cos47m - %sinémx
+ ! 6 LI 6rr + ! 8 1 8mx +
—— cosbmx — — sinbmwx cos8mxr — — sin8nx
92 3n 1672 4

Grafy éésteénych souctu této fady jsou vidét na nzisledujl'cich obrazcich:

= + 2 cos 2w — = 51n 2Arx T+ % cos2ma — L sin2re + Ly cosdme — oL sindne

pen E
14 1 cos2re — Lsin2na + cosdnz — L sindrz 14 cos2rz — L sin2nz + —L cosdrz — S= sindnw
3 2 ™ ‘Z 27 3 ;7 “OF g T " g an2 77" + 27 -
+97§ cos6ra — sk sin6ma +9ﬁ cos6ma — b sin6ma + ﬁ? cos8rw — 4L sinsma



8 Cviceni

Cviceni. Necht’ f je periodickd funkce s periodou T = 2, kterd je pro z € (—1, 1) definovédna pfedpisem
f(x) = 22. Vyjadfete tuto funkci trigonometrickou fadou.

Reseni.

f(z) %—1— i4( Dl cos kmx

=1

Eol

Cviceni. Necht’ f je periodickd funkce s periodou T' = 1, kterd je pro = € (0, 1) definovdna pfedpisem
f(z) = %‘1 Vyjadrete tuto funkci trigonometrickou fadou.
Reseni.

oo

3
flz) = i Z sin 2kmx

k=

Cviéeni. Necht’ f je periodickd funkce s periodou T = 2, kterd je na intervalu (0, 2) definovéna predpi-
sem:

fla) = {1—‘;’ pokud z € (0,1),

0 pokud z € (1,2).
Vyjadrete tuto funkci trigonometrickou fadou.
Reseni.

3 1— (=1 2 — (—=1)F |
- k
f(x) 3 + > 1( Y coskmz + T sin krax

Cviceni. Necht’ f je periodickd funkce s periodou T' = 1, kterd je pro € (0, 1) definovdna pfedpisem
f(x) =1 — z. Vyjadrete tuto funkci trigonometrickou fadou.

Reseni.

N | —

=1
— sin 2k
f(x) kg o sin 2k

Cviceni. Necht’ f je periodickd funkce s periodou T' = 2, kterd je na intervalu (0, 2) definovana ptedpi-
sem:

x pokud x € (0,1),
fa) = p (0,1)
0 pokud z € (1,2).

Vyjadrete tuto funkci trigonometrickou fadou.
Reseni.
o0

n ( pre — E Gk )
) cos T — sinkmx
— k27 km

@) = g
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