
Lineárńı diferenciálńı rovnice s okrajovými podmı́nkami

3. dubna 2020

Tento text poj́ımejte, prośım, pouze jako výpisky ze skript:

[Rek] Karel Rektorys: Matematika 43 - Obyčejné a parciálńı diferenciálńı rovnice s okrajovými podmı́nkami 2, ČVUT,

Fakulta stavebńı.

1 Lineárńı diferenciálńı rovnice

• Lineárńı diferenciálńı rovnice n-tého řádu je rovnice typu:

an(x)u(n)(x) + an−1(x)u(n−1)(x) + . . .+ a2(x)u′′(x) + a1(x)u′(x) + a0(x)u(x) = f(x),

nebo stručněji:
an u

(n) + an−1 u
(n−1) + . . .+ a2 u

′′ + a1 u
′ + a0 u = f, (1)

kde:

– n je přirozené č́ıslo,

– an, an−1,. . . a2, a1, a0 jsou reálné funkce, které nazýváme koeficienty rovnice,

– an je
”
téměř všude” r̊uzná od nuly,

– f je reálná funkce, kterou nazýváme pravá strana rovnice,

– u je hledaná funkce,

– u(n) znač́ı n-tou derivaci funkce u,

– x je rálná proměnná.

• Levou stranu rovnice můžeme označit Au, tedy:

Au = an u
(n) + an−1 u

(n−1) + . . .+ a2 u
′′ + a1 u

′ + a0 u.

Potom rovnici (1) zaṕı̌seme jako
Au = f.

• A je tzv. lineárńı diferenciálńı operátor :

–
”
operátor”, nebot’ reálné funkci přǐrazuje reálnou funkci,

–
”
diferenciálńı”, nebot’ je složen z derivaćı zobrazované funkce,

–
”
lineárńı”, nebot’ pro každé α ∈ R a pro každé dvě reálné funkce u a v splňuje (ověřte si):

A(α · u) = α ·Au,
A(u+ v) = Au+Av.

• Př́ıkladem lineárńıho diferenciálńıho operátoru je:

Au = x4 u′′ + (cosx)u′ + e3x u

• Př́ıkladem nelineárńıho diferenciálńıho operátoru je:

Au = x4 u′′ +
√

(cosx)u′ + e3x u2
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2 Lineárńı diferenciálńı rovnice s okrajovými podmı́nkami

• V daľśım textu se budeme zabývat předevš́ım lineárńımi diferenciálńımi rovnicemi druhého řádu,
tj. všemi rovnicemi typu:

a2(x)u(x)′′ + a1(x)u′(x) + a0(x)u(x) = f(x), (2)

kde a2, a1, a0 jsou reálné funkce a a2 je r̊uzná od nuly. Potom

Au = a2 u
′′ + a1 u

′ + a0 u

je lineárńı diferenciálńı operátor druhého řádu.

• Cauchyova úloha pro lineárńı diferenciálńı rovnici druhého řádu je úloha nalézt takovou funkci u,
která řeš́ı rovnici (2) a nav́ıc splňuje počátečńı podmı́nky :

u(x0) = u0,

u′(x0) = u1,

kde x0, u0 a u1 jsou reálná č́ısla.

Př́ıklad 1. Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice

u′′(x) + u(x) = 0, (3)

které splňuje počátečńı podmı́nky

u(0) = 1, (4)

u′(0) = 0. (5)

Řešeńı. Nalezneme nejprve obecné řešeńı diferenciálńı rovnice (3). Jedná se o lineárńı diferenciálńı rovnici
druhého řádu s konstatńımi koeficienty (viz předmět

”
Matematika II.” ve druhém semestru na TF). Jej́ı

charakteristická rovnice je
µ2 + 1 = 0,

jej́ıž řešeńı jsou
µ1 = i, µ2 = − i.

Obecným řešeńım této diferenciálńı rovnice je tedy libovolná lineárńı kombinace funkćı cosx a sinx:

u(x) = α · cosx+ β · sinx, (6)

kde α, β ∈ R. Prvńı derivaćı této funkce je:

u′(x) = − α · sinx+ β · cosx. (7)

Dosad́ıme-li (6) a (7) do počátečńıch podmı́nek (4) a (5), dostaneme:

α · cos 0 + β · sin 0 = 1,

−α · sin 0 + β · cos 0 = 0,

což vede na:

α = 1,

β = 0.

Řešeńım Cauchyovy úlohy (3), (4), (5), tj. diferenciálńı rovnice (3) splňuj́ıćım počátečńı podmı́nky (4),
a (5), je tedy funkce:

u(x) = cosx.

• Okrajovou úlohou (okrajovým problémem) pro lineárńı diferenciálńı rovnici druhého řádu

a2(x)u(x)′′ + a1(x)u′(x) + a0(x)u(x) = f(x), x ∈ 〈0, l〉 , (8)

kde l > 0, nazýváme úlohu nalézt takovou funkci u, která:
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– je definovaná a spojitá na 〈0, l〉,
– má na 〈0, l〉 definovanou a spojitou prvńı a druhou derivaci.

– vyhovuje rovnici (8) pro všechna x ∈ 〈0, l〉,
– splňuje tzv. okrajové podmı́nky :

α · u(0) + β · u′(0) = u0, (9)

γ · u(l) + δ · u′(l) = u1, (10)

kde u0, u1, α, β, γ a δ jsou daná reálná č́ısla taková, že:

∗ alespoň jedno z č́ısel α a β je nenulové,

∗ alespoň jedno z č́ısel γ a δ je nenulové.

• Dirichletovy okrajové podmı́nky (podmı́nky 1. druhu) jsou speciálńım př́ıpadem okrajových podmı́-
nek (9) a (10), kdy α = 1, β = 0, γ = 1 a δ = 0. Tedy jsou to okrajové podmı́nky ve tvaru:

u(0) = u0,

u(l) = u1.

• Neumannovy okrajové podmı́nky (podmı́nky 2. druhu) jsou speciálńım př́ıpadem okrajových pod-
mı́nek (9) a (10), kdy α = 0, β = 1, γ = 0 a δ = 1. Tedy jsou to okrajové podmı́nky ve tvaru:

u′(0) = u0,

u′(l) = u1.

• Newtonovy okrajové podmı́nky jsou obecným př́ıpadem okrajových podmı́nek (9) a (10), kdy koefi-
cienty α, β, γ a δ jsou nenulové.

• Smı́̌sené okrajové podmı́nky jsou okrajové podmı́nky (9) a (10), ve tvaru:

u(0) = u0,

u′(l) = u1.

Př́ıklad 2. Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice

u′′(x) + u(x) = 0, x ∈ 〈0, π〉 , (11)

které splňuje Dirichletovy okrajové podmı́nky

u(0) = 0, (12)

u(π) = 0. (13)

Řešeńı. Obecné řešeńı diferenciálńı rovnice (11) známe již z řešeńı Př́ıkladu 1; viz (6). Dosad́ıme-li toto
řešeńı do okrajových podmı́nek (12) a (13), dostaneme:

α · cos 0 + β · sin 0 = 0,

α · cosπ + β · sinπ = 0,

což vede na:

α+ 0 · β = 0,

−α+ 0 · β = 0.

Máme tedy α = 0 a β může být libovolné. Úloha má nekonečně mnoho řešeńı ve tvaru:

u(x) = β sinx, β ∈ R.

Př́ıklad 3. Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice

u′′(x) + u(x) = 0, x ∈ 〈0, π〉 , (14)

které splňuje Dirichletovy okrajové podmı́nky

u(0) = 0, (15)

u(π) = 1. (16)
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Řešeńı. Obecné řešeńı diferenciálńı rovnice (14) známe již z řešeńı Př́ıkladu 1; viz (6). Dosad́ıme-li toto
řešeńı do okrajových podmı́nek (15) a (16), dostaneme:

α · cos 0 + β · sin 0 = 0,

α · cosπ + β · sinπ = 1,

což vede na:

α+ 0 · β = 0,

−α+ 0 · β = 1,

a následně:

α = 0,

α = −1.

Tato soustava rovnic nemá řešeńı a proto ani diferenciálńı rovnice (14) s okrajovými podmı́nkami (15)
a (16) nemá řešeńı.

Př́ıklad 4. Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice

u′′(x) + u(x) = 0, x ∈ 〈0, π〉 , (17)

které splňuje smı́̌sené okrajové podmı́nky

u(0) = 1, (18)

u′(π) = −1. (19)

Řešeńı. Obecné řešeńı diferenciálńı rovnice (17) známe již z řešeńı Př́ıkladu 1; viz (6). Odtud známe i
prvńı derivaci tohoto řešeńı; viz (7). Dosad́ıme-li (6) a (7) do okrajových podmı́nek (18) a (19), dostaneme:

α · cos 0 + β · sin 0 = 1,

−α · sinπ + β · cosπ = −1,

což vede na:

α+ 0 · β = 1,

0 · α+ (−1) · β = −1,

a následně:

α = 1,

β = 1.

Tato soustava rovnic má právě jedno řešeńı a (jediným) řešeńım diferenciálńı rovnice (17) s okrajovými
podmı́nkami (18) a (19) je tedy funce

u(x) = cosx+ sinx.

• Z uvedených př́ıklad̊u je vidět, že otázky spojené s existenćı a jednoznačnost́ı řešeńı okrajových úloh
nejsou (na rozd́ıl od Cauchyových úloh) jednoduché. Následuj́ıćı kapitola ukáže, jak nalézt odpověd’
na tuto otázku u některých typ̊u okrajových úloh.

3 Problém vlastńıch č́ısel

• Homogenńı úloha: Mějme diferenciálńı rovnici

u′′(x) + λ g(x)u(x) = 0, x ∈ 〈0, l〉 , (20)

kde:

– g je kladná spojitá funkce definovaná na 〈0, l〉,
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– l > 0,

– λ ∈ R,

– s okrajovými podmı́nkami:

u(0) = 0, (21)

u(l) = 0. (22)

Pro které hodnoty λ má tato úloha řešeńı (žádné, jedno, nekonečně mnoho, . . . )?

• (Hovoř́ıme zde o tzv. homogenńı úloze, protože pravá strana rovnice je nulová.)

• Je zřejmé, funkce u taková, že

u(x) = 0 pro každé x ∈ 〈0, l〉 ,

je řešeńım úlohy pro kterékoliv λ ∈ R. Takové řešeńı nazýváme triviálńı řešeńı.

• Hodnoty λ, pro která má úloha (20), (21), (22) i jiné, než triviálńı řešeńı, nazýváme vlastńı č́ısla
úlohy ; jim odpov́ıdaj́ıćı (nenulová) řešeńı nazýváme vlastńı funkce úlohy.

• Pro diferenciálńı rovnici (20) s počátečńımi podmı́nkami (21) a (22) plat́ı:

– Úloha má spočetně mnoho vlastńıch č́ısel

λ1, λ2, . . . ,

a všechna tato vlastńı č́ısla jsou kladná.

– Pokud parametr λ neńı roven žádnému z těchto vlastńıch č́ısel, potom má úloha právě jedno
řešeńı, a to triviálńı.

– Pokud je parametr λ roven některému vlastńımu č́ıslu, potom má úloha nekonečně mnoho
řešeńı a tato řešeńı jsou vlastńımi funkcemi odpov́ıdaj́ıćımi tomuto vlastńımu č́ıslu.

• Pokud g(x) = 1 pro všechna x ∈ 〈0, l〉 (obecně, pokud je g konstantńı funkce), lze úlohu řešit
snadno, jak ukazuje následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 5. Určete vlastńı č́ısla úlohy

u′′(x) + λu(x) = 0, x ∈ 〈0, l〉 , u(0) = 0, u(l) = 0,

kde l > 0.

Řešeńı. Jedná se o lineárńı diferenciálńı rovnici druhého řádu s konstatńımi koeficienty, jej́ı charakteris-
tická rovnice je

µ2 + λ = 0,

jej́ıž řešeńı jsou
µ1 = i

√
λ, µ2 = − i

√
λ.

Obecným řešeńım této diferenciálńı rovnice je tedy libovolná lineárńı kombinace funkćı cos
(√

λ · x
)

a

sin
(√

λ · x
)

:

u(x) = α · cos
(√

λ · x
)

+ β · sin
(√

λ · x
)
,

kde α, β ∈ R. Dosad́ıme-li toto řešeńı do okrajových podmı́nek, dostaneme:

α · cos
(√

λ · 0
)

+ β · sin
(√

λ · 0
)

= 0,

α · cos
(√

λ · l
)

+ β · sin
(√

λ · l
)

= 0,

což vede na:

α · 1 + β · 0 = 0, (23)

α · cos
(√

λ · l
)

+ β · sin
(√

λ · l
)

= 0, (24)
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v maticovém zápisu: (
1 0

cos
(√

λ · l
)

sin
(√

λ · l
) ) · ( α

β

)
=

(
0
0

)
.

Tato soustava bude mı́t kromě nulového (triviálńıho) řešeńı i řešeńı nenulové právě tehdy, když determi-
nant matice této soustavy bude nulový (jak vyplývá z vlastnost́ı homogenńıch soustav lineárńıch rovnic,
viz [Oľs, Kapitola 5] nebo [DePo, Kapitola 8.2]):

det

(
1 0

cos
(√

λ · l
)

sin
(√

λ · l
) )

= 0,

sin
(√

λ · l
)

= 0,
√
λ · l = nπ, n ∈ N,

λ =
n2π2

l2
.

Vlastńı č́ısla úlohy jsou tedy:

λn =
n2π2

l2
, n ∈ N.

Abychom našli jim odpov́ıdaj́ıćı vlastńı funkce, dosad́ıme tato vlastńı č́ısla do soustavy rovnic (23) a (24):

α · 1 + β · 0 = 0,

α · cos (nπ) + β · sin (nπ) = 0,

což můžeme zjednodušit na:

α+ 0 · β = 0,

(−1)nα+ 0 · β = 0.

Dostáváme, že α = 0 a β může být libovolné. Každému vlastńımu č́ıslu λn = n2π2

l2 , kde n ∈ N, tedy
odpov́ıdá spočetně mnoho vlastńıch funkćı

un(x) = β sin
(√

λn · x
)

= β sin
nπx

l
,

kde β ∈ R.

• Nehomogenńı úloha: Mějme diferenciálńı rovnici

u′′(x) + λ g(x)u(x) = f(x), x ∈ 〈0, l〉 , (25)

kde:

– g je kladná spojitá funkce definovaná na 〈0, l〉,
– f je nenulová spojitá funkce definovaná na 〈0, l〉,
– l > 0,

– λ ∈ R,

– s okrajovými podmı́nkami:

u(0) = 0, (26)

u(l) = 0. (27)

Pro které hodnoty λ má tato úloha řešeńı (žádné, jedno, nekonečně mnoho, . . . )?

• (Hovoř́ıme zde o tzv. nehomogenńı úloze, protože pravá strana rovnice je nenulová.)

• Z předchoźıho v́ıme, že přidružená homogenńı úloha

u′′(x) + λ g(x)u(x) = 0, x ∈ 〈0, l〉 , u(0) = 0, u(l) = 0 (28)

má spočetně mnoho vlastńıch č́ısel
λ1, λ2, . . . , (29)

která jsou všechna kladná.

6



• Pro diferenciálńı rovnici (25) s počátečńımi podmı́nkami (26) a (27) plat́ı:

– Pokud parametr λ neńı roven žádnému z vlastńıch č́ısel (29), potom má nehomogenńı úloha
právě jedno řešeńı.

– Pokud je parametr λ roven některému vlastńımu č́ıslu (29), potom plat́ı:

∗ Pokud je funkce f v prostoru L2(0, l) ortogonálńı ke všem vlastńım funkćım odpov́ıdaj́ıćım
vlastńımu č́ıslu λ, potom má nehomogenńı úloha nekonečně mnoho řešeńı.

∗ V opačném př́ıpadě nemá nehomogenńı úloha řešeńı žádné.

Př́ıklad 6. Úloha

u′′(x)− g(x)u(x) = f(x), x ∈ 〈0, l〉 , u(0) = 0, u(l) = 0,

kde g a f jsou spojité funkce definované na 〈0, l〉, g je kladná a l > 0, má vždy právě jedno řešeńı, protože
záporné č́ıslo λ = −1 neńı vlastńım č́ıslem přidružené homogenńı úlohy.

Př́ıklad 7. Rozhodněte o řešitelnosti úlohy

u′′(x) + u(x) = sinx, x ∈ 〈0, π〉 , u(0) = 0, u(π) = 0.

Řešeńı. Jedná se o úlohu ve tvaru (25), kde g(x) = 1, f(x) = sinx, λ = 1 a l = π:

u′′(x) + λu(x) = sinx, x ∈ 〈0, π〉 , u(0) = 0, u(π) = 0.

Přidružená homogenńı úloha má tvar

u′′(x) + λu(x) = 0, x ∈ 〈0, π〉 , u(0) = 0, u(π) = 0.

Tato úloha (viz Př́ıklad 5) má vlastńı č́ısla:

λn =
n2π2

π2
= n2, n ∈ N,

a jim odpov́ıdaj́ıćı vlastńı funkce:

un(x) = β sin
(√

λn · x
)

= β sinnx, β ∈ R.

Vid́ıme, že λ1 = 1 je vlastńım č́ıslem této úlohy a jemu odpov́ıdaj́ı vlastńı funkce ve tvaru

u1(x) = β sinx, β ∈ R.

Zjist́ıme, zda jsou funkce u1 a f v prostoru L2(0, π) ortogonálńı:

(u1, f) = (β sinx, sinx) = β (sinx, sinx) = β

∫ π

0

sin2 xdx = β

[
x− cosx sinx

2

]π
0

= β
π

2
.

Jak vid́ıme, skalárńı součin (u1, f) neńı v prostoru L2(0, π) obecně rovný nule. Funkce u1 a f proto nejsou
v prostoru L2(0, π) ortogonálńı a úloha tedy nemá žádné řešeńı.

Př́ıklad 8. Rozhodněte o řešitelnosti úlohy

u′′(x) + u(x) = cosx, x ∈ 〈0, π〉 , u(0) = 0, u(π) = 0.

Řešeńı. Tato úloha se od úlohy v Př́ıkladu 7 lǐśı pouze pravou stranou f(x) = cosx. Stejně jako v
předchoźım př́ıpadě tedy odvod́ıme, že λ1 = 1 je vlastńım č́ıslem a jemu odpov́ıdaj́ı vlastńı funkce ve
tvaru

u1(x) = β sinx, β ∈ R.

Zjist́ıme, zda jsou funkce u1 a f v prostoru L2(0, π) ortogonálńı:

(u1, f) = (β sinx, cosx) = β (sinx, cosx) = β

∫ π

0

sinx cosx dx = β

[
sin2 x

2

]π
0

= β · 0 = 0.

Protože je skalárńı součin (u1, f) v prostoru L2(0, π) vždy rovný nule, funkce u1 a f jsou v prostoru
L2(0, π) vždy ortogonálńı a úloha má tedy nekonečně mnoho řešeńı.
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