Linearni diferencialni rovnice s okrajovymi podminkami

3. dubna 2020

Tento text pojimejte, prosim, pouze jako vypisky ze skript:
[Rek] Karel Rektorys: Matematika 43 - Obycejné a parcidlni diferencidlni rovnice s okrajovymi podminkami 2, CVUT,

Fakulta stavebni.

1 Linearni diferencialni rovnice
e Linedrni diferencidlni rovnice n-tého Tddu je rovnice typu:
an (2)u™ () + an_1(2)u™ "V (2) + ...+ az(2)u (z) + a1 ()0 (2) + ap(x)u(z) = f(z),

nebo strucnéji:
ant'™ +an_1u™ Y+ e e agu = f, (1)

kde:

— n je prirozené ¢islo,

— Ay, Ap_1,... G2, a1, ag jsou realné funkce, které nazyvame koeficienty rovnice,

— ap je ,,témér vsude” ruzna od nuly,

— f je redlnd funkce, kterou nazyvame pravd strana rovnice,

— u je hledand funkce,

— u(™ znaéf n-tou derivaci funkee w,

— x je ralnd proménna.
e Levou stranu rovnice muzeme oznacit Au, tedy:
Au = apu'™ +a,_1u™ Y+t agu” +aru + agu.

Potom rovnici (1) zapiseme jako
Au = f.

e A je tzv. linedrni diferencidlni operdtor:

— ,operator”, nebot’ redlné funkci pfifazuje realnou funkci,
— ,diferencialni”’, nebot’ je slozen z derivaci zobrazované funkce,

— ,linedrn{”, nebot’ pro kazdé « € R a pro kazdé dvé redlné funkce u a v spliuje (ovéite si):

Ala-u) = «a-Au,
Alu+v) = Au+ Av.

e Prikladem linearniho diferencialniho operatoru je:
Au = z*u" 4 (cosz)u/ + e u
e Piikladem nelinearniho diferencidlniho operatoru je:

Au = z*u" 4+ \/(cosz)u + 3 u?



2 Linearni diferencialni rovnice s okrajovymi podminkami

e V dalsim textu se budeme zabyvat pfedevsim linedrnimi diferencidlnimi rovnicemi druhého tadu,
tj. vSemi rovnicemi typu:

az(x) u(z)” + ar(z) v'(z) +ao(x) u(z) = f(=), (2)
kde as, a1, ag jsou redlné funkce a ag je ruznd od nuly. Potom
Au = asu” + a1 v +apu
je linearni diferencialni operator druhého radu.

e Cauchyova uloha pro linedrni diferencidlni rovnici druhého Tddu je tloha nalézt takovou funkci wu,
ktera fesi rovnici (2) a navic spliiuje poédteéni podminky:

u(zg) = wuo,

!/
u'(ro) = u,
kde xg, ug a uy jsou realnd cisla.

Priklad 1. Naleznéte feSeni diferencidlni rovnice

u'(z) +u(z) = 0, (3)

které splinuje pocateéni podminky
u(0) = 1, (4
W' (0) = 0 (5

Reseni. Nalezneme nejprve obecné feseni diferencidlni rovnice (3). Jedn4 se o linedrni diferencidlni rovnici
druhého ddu s konstatnimi koeficienty (viz pfedmét ,Matematika II.” ve druhém semestru na TF). Jejf
charakteristickd rovnice je

jejiz feseni jsou
H1 = i, p2 = —i.

Obecnym fesenim této diferencidlni rovnice je tedy libovolnd linedarni kombinace funkci cos x a sin x:
u(r) = a-cosx+ f-sinz, (6)
kde «, 8 € R. Prvni derivaci této funkce je:
W(z) = —a-sinz+ - cosz. (7)

Dosadime-li (6) a (7) do pocatecnich podminek (4) a (5), dostaneme:

a-cos0+f-sin0 = 1,
—a-sin0+ B-cos0 = 0,
coz vede na:
a = 1,
g = 0.

Resenfm Cauchyovy tlohy (3), (4), (5), tj. diferencidlni rovnice (3) spliujicim pocateéni podminky (4),
a (5), je tedy funkce:
u(x) = cosz.

o Okrajovou dlohou (okrajovym problémem) pro linedrnd diferenciding rovnici druhého rddu
az(z) u(z)” + a1(z) v'(z) +ao(z)u(z) = f(z), z€(0,0), (8)

kde | > 0, nazyvame ulohu nalézt takovou funkci u, ktera:



je definovand a spojitd na (0, 1),

mé na (0,1) definovanou a spojitou prvnf a druhou derivaci.
— vyhovuje rovnici (8) pro vSechna x € (0,1),
— spliuje tzv. okrajové podminky:
au(0) + B-u(0) = uo, (9)
you(l) + §-u'(l) = wu, (10)
kde wug, u1, o, B, v a d jsou dana redlna ¢isla takova, ze:

x alespon jedno z ¢isel a a 8 je nenulové,
x alespon jedno z Cisel v a § je nenulové.

e Dirichletovy okrajové podminky (podminky 1. druhu) jsou specidlnim piipadem okrajovych podmi-
nek (9) a (10), kdy a =1, =0,y =1 a § = 0. Tedy jsou to okrajové podminky ve tvaru:

w(0) = wuo,
u(l) = wu.
e Neumannovy okrajové podminky (podminky 2. druhu) jsou specidlnim piipadem okrajovych pod-
minek (9) a (10), kdy a =0, 5 =1,y =0 a 6 = 1. Tedy jsou to okrajové podminky ve tvaru:
uw'(0) = g,
u(l) = u.
e Newtonovy okrajové podminky jsou obecnym piipadem okrajovych podminek (9) a (10), kdy koefi-
cienty «, 8, 7 a § jsou nenulové.
o Smisené okrajové podminky jsou okrajové podminky (9) a (10), ve tvaru:
u(0) = wuo,
u(l) = wu.
Priklad 2. Naleznéte feseni diferencidlni rovnice
u'(x) +ulz) = 0, z € (0,m), (11)
které spliuje Dirichletovy okrajové podminky
u(0) = 0, (12)
u(r) = 0. (13)

Reseni. Obecné feseni diferencidlni rovnice (11) zname jiz z feeni Piikladu 1; viz (6). Dosadime-li toto
feseni do okrajovych podminek (12) a (13), dostaneme:

a-cos0+ F-sin0 = 0,
a-cosm+ fB-sint = 0,
coz vede na;:
a+0-6 = 0,
_a_|_().ﬂ =

Maéame tedy o = 0 a S muze byt libovolné. Uloha m4 nekoneéné mnoho feseni ve tvaru:
u(zr) = Psinx, B €R.
Priklad 3. Naleznéte feseni diferencidlni rovnice
u’(z) +ulz) = 0, z € (0,m), (14)

které spliuje Dirichletovy okrajové podminky



Reseni. Obecné feseni diferencidlni rovnice (14) zname jiz z feseni Pifkladu 1; viz (6). Dosadime-li toto
feseni do okrajovych podminek (15) a (16), dostaneme:

a-cos0+B-sin0 = 0,
a-cosm+ f-sint = 1,
coz vede na:
a+0- = 0,
,aJr().ﬂ — 1’
a néasledné:
a = 0,
a = -—1.

Tato soustava rovnic nemd Feseni a proto ani diferencidlni rovnice (14) s okrajovymi podminkami (15)
a (16) nemd feSeni.

Piiklad 4. Naleznéte feseni diferencialni rovnice
u(z) +u(z) = 0, z € (0,7), (17)
které splnuje smisené okrajové podminky

u(0) = 1, (18)
"(m)

u'(m —1. (19)
Reseni. Obecné feseni diferencidln{ rovnice (17) zndme jiz z feseni Piikladu 1; viz (6). Odtud zname i
prvnf derivaci tohoto fesen{; viz (7). Dosadime-li (6) a (7) do okrajovych podminek (18) a (19), dostaneme:

a-cos0+ fB-sin0 = 1,

—a-sinw 4+ [ - cosm

\
\
_

coz vede na:

a+0-8 = 1,
0C¥+(—1)ﬂ = _11
a nasledné:
a = 1,
8 = 1.

Tato soustava rovnic mé pravé jedno feSeni a (jedinym) fesenim diferencidlni rovnice (17) s okrajovymi
podminkami (18) a (19) je tedy funce

u(x) = cosz+sinz.
e 7 uvedenych ptikladu je vidét, ze otdzky spojené s existenci a jednoznacnosti feseni okrajovych tloh

nejsou (na rozdil od Cauchyovych tiloh) jednoduché. Néasledujici kapitola ukdze, jak nalézt odpoved’
na tuto otdzku u nékterych typu okrajovych tuloh.

3 Problém vlastnich ¢isel
e Homogenni dloha: Méjme diferencidlni rovnici
u'(x) + Ag(x)u(z) = 0, xz € (0,1), (20)

kde:

— g je kladnd spojitd funkce definovand na (0, 1),



—1>0,
— AeR,

— s okrajovymi podminkami:

u(0) = 0, (21)
u(l) = 0. (22)
Pro které hodnoty A m4 tato tloha Feseni (zZddné, jedno, nekoneéné mnoho, ...)?

(Hovoiime zde o tzv. homogenn{ iloze, protoZe prava strana rovnice je nulové.)

e Je ziejmé, funkce u takova, ze
u(z) = 0 pro kazdé = € (0,1),
je fesenim tlohy pro kterékoliv A € R. Takové feSeni nazyvame trividlni reSend.

Hodnoty A, pro kterd m4 tloha (20), (21), (22) i jiné, nez trividlni feseni, nazyvame vlastni ¢isla
dlohy; jim odpovidajici (nenulovd) Feseni nazyvame vlastni funkce wlohy.

e Pro diferencidlni rovnici (20) s pocatecnimi podminkami (21) a (22) plati:
— Uloha mé spocetné mnoho vlastnich ¢isel
A, A2,y

a v8echna tato vlastni ¢isla jsou kladna.

— Pokud parametr A neni roven zadnému z téchto vlastnich ¢isel, potom ma tloha pravé jedno
feseni, a to trivialni.

— Pokud je parametr A roven nékterému vlastnimu ¢islu, potom ma tloha nekoneé¢né mnoho
feSeni a tato feSeni jsou vlastnimi funkcemi odpovidajicimi tomuto vlastnimu ¢&islu.

e Pokud g(x) = 1 pro vSechna = € (0,1) (obecné, pokud je g konstantni funkce), lze tlohu fesit
snadno, jak ukazuje néasledujici ptiklad.

Piiklad 5. Urcete vlastni ¢isla dlohy
u(x)+ Au(z) =0, xe(0,l), u(0)=0, wu(l)=0,
kde I > 0.

Reseni. Jedna se o linedrni diferencialni rovnici druhého #ddu s konstatnimi koeficienty, jeji charakteris-
tickd rovnice je

jejiz feSeni jsou
w = i\[\, Mo = - iV
Obecnym feSenim této diferencialni rovnice je tedy libovolna linedrni kombinace funkci cos (\f)\ . :zc) a
sin (\/X . a:):
u(z) = a-cos(\[\-x) —|—ﬁ-sin<\ﬂ-x),
kde «a, 5 € R. Dosadime-li toto feseni do okrajovych podminek, dostaneme:
a~cos(\f)\~0) +B~sin(xf)\-0> = 0,
OZ'COS(\/X'Z) —|—/3-sin(ﬁ~l) = 0,
coz vede na:
a-14+5-0 = 0, (23)
a~cos(ﬁ~l)+ﬂ~sin(\f)\~l> = 0, (24)



v maticovém zapisu:

1 0 a 0
cos(ﬁ-l) Siﬂ(ﬁ-l) '<B):<O>’
Tato soustava bude mit kromé nulového (trividlniho) feseni i feSen{ nenulové pravé tehdy, kdyz determi-

nant matice této soustavy bude nulovy (jak vyplyva z vlastnost{ homogennich soustav linedrnich rovnic,
viz [Ol8, Kapitola 5] nebo [DePo, Kapitola 8.2]):

1 0
det(cos(ﬁ-l) sin(ﬁ-l)) =0

sin (\FA . l) = 0,
VAl = nm, n e N,
n?m?
A= B
Vlastni ¢isla ilohy jsou tedy:
n?n?
An n € N.

2
Abychom nasli jim odpovidajici vlastni funkce, dosadime tato vlastni ¢isla do soustavy rovnic (23) a (24):

a-1+B8-0 = 0,

a-cos (nw)+ B - sin (nm) 0,

coz muzeme zjednodusit na:
a+0- = 0,
(-D)"a+0-8 = 0.

Dostavame, ze « = 0 a 8 muze byt libovolné. Kazdému vlastnimu é&islu A, = #, kde n € N, tedy
odpovidé spo¢etné mnoho vlastnich funkei

un(x) = ﬁsin(m-x) = Bsiny,

kde 8 € R.

e Nehomogenni tloha: Méjme diferencidlni rovnici

() +Agl@)u(z) = f(z), 2€(0,0), (25)
kde:
— g je kladnd spojitd funkce definovand na (0,1),
— f je nenulové spojitd funkce definovana na (0,1),
- 1>0,
- AER,
— s okrajovymi podminkami:
u(0) = 0, (26)
u(l) = 0. (27)
Pro které hodnoty A m4 tato tiloha feseni (zddné, jedno, nekone¢né mnoho, ...)?

e (Hovotime zde o tzv. nehomogenni iloze, protoze pravéd strana rovnice je nenulové.)
e 7 ptedchoziho vime, ze pfidruzena homogenni 1iloha
u'(z) + Ag(x)u(z) =0, z€(0,l), u(0)=0, wu(l)=0 (28)

ma spocetné mnoho vlastnich ¢isel
AL, Ao,y (29)
kterd jsou vSechna kladna.



e Pro diferencidlni rovnici (25) s pocatecnimi podminkami (26) a (27) plati:

— Pokud parametr A neni roven zddnému z vlastnich ¢isel (29), potom mé nehomogenni tloha
praveé jedno feseni.
— Pokud je parametr A roven nékterému vlastnimu ¢éislu (29), potom plati:

* Pokud je funkce f v prostoru Ly (0, 1) ortogonaln{ ke vsem vlastnim funkeim odpovidajicim
vlastnimu ¢islu A, potom ma nehomogenni tloha nekone¢né mnoho feseni.

* 'V opatném piipadé nemd nehomogenni tloha feSeni zadné.
P#iklad 6. Uloha
u'(z) — g(x)u(z) = f(z), =€(0,0), wu(0)=0, u(l)=0,

kde g a f jsou spojité funkce definované na (0,1), ¢ je kladnd a I > 0, m4 vzdy pravé jedno feseni, protoze
zaporné ¢islo A = —1 neni vlastnim ¢islem pridruzené homogenni lohy.

Piiklad 7. Rozhodnéte o fesitelnosti tlohy
W' (x) +u(z) =sinz, ze(0,7), u0)=0, wu(r)=0.
Reseni. Jednd se o tlohu ve tvaru (25), kde g(z) = 1, f(z) =sinz, A\=1al=m:
u'(z) + Au(z) =sinz, x€(0,7), u0)=0, wu(r)=0.
Pridruzena homogenni iloha ma tvar
u(z)+ Au(z) =0, z€(0,m), u0) =0, u(r)=0.

Tato tloha (viz Piiklad 5) mé vlastni ¢isla:

a jim odpovidajici vlastni funkce:

up(x) = Psin (\/)\n x) = fsinnz, B eR.
Vidime, ze A\; = 1 je vlastnim éislem této 1lohy a jemu odpovidaji vlastni funkce ve tvaru
ui(x) = Psinz, B eR.

Zjistime, zda jsou funkce u; a f v prostoru Ls(0, ) ortogonélni:

71'
=63

. Uy
T —cosxsinw
2

(u1,f) = (Bsinz,sinz) = [(sinz,sinz) = 6/ﬂsin2xdx = ﬂ[
0

0

Jak vidime, skaldrnf soucin (u1, f) neni v prostoru L, (0, ) obecné rovny nule. Funkce u; a f proto nejsou
v prostoru Lo (0, ) ortogondlni a tloha tedy neméd zaddné feseni.

Priklad 8. Rozhodnéte o fesitelnosti tlohy
() +u(x) =cosz, ze€(0,m), u(0)=0, wu(r)=0.

Reseni. Tato tloha se od tlohy v Pifkladu 7 lisf pouze pravou stranou f () = coszx. Stejné jako v
predchozim piipadé tedy odvodime, ze A\; = 1 je vlastnim ¢&islem a jemu odpovidaji vlastni funkce ve
tvaru

ui(z) = Qsinz, B eR.

Zjistime, zda jsou funkce u; a f v prostoru Lo(0, ) ortogondlni:

T ) T
(u1,f) = (Bsinz,cosz) = fB(sinz,cosx) = B/ sinzxcoszdxr = f [sm m} =50 =0.
0 2 1o

Protoze je skaldrni soucin (uy, f) v prostoru Ls2(0,7) vzdy rovny nule, funkce uy a f jsou v prostoru
L5(0, ) vzdy ortogondln{ a tiloha mé tedy nekoneéné mnoho FeSeni.
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