Variacni metody pro obycejné diferencialni rovnice s okrajovymi
podminkami

10. dubna 2020

Tento text pojimejte, prosim, pouze jako vypisky ze skript:
[Rek] Karel Rektorys: Matematika 43 - Obyéejné a parcidlni diferencidlni rovnice s okrajovymi podminkami 2, CVUT,

Fakulta stavebni.

1 Defini¢ni obor diferencialniho operatoru

e M¢éjme diferencidlni rovnici
Au=f, z€{0,0), (1)

kde:

A je linedrni diferencidlni operdtor druhého fadu (obecné lze uvazovat operatory sudého radu,
zde se ale pro jednoduchost omezime pouze na operatory druhého fadu),

— w je hledand funkce,
— f je funkce patiici do prostoru Lo (0,1),

— s okrajovymi podminkami:

+ B-u'(0) = o, (2)
+ 0-d () = w, (3)
kde ug, u1, a, B8, v a § jsou dand redlna cisla takova, ze:

* alespon jedno z ¢isel « a 8 je nenulové,

x alespon jedno z Cisel v a § je nenulové.

e Okrajové podminky nazyvame homogenni, pokud jsou splnéné nulovou funkei, tj. funkci u takovou,
ze
w(z) =0  pro kazdé x € (0,1).

V nagem zjednoduseném piipadé to znamend, ze ¢isla ug a uy jsou v rovnicich (2) a (3) rovna nule.

e Symbolem C) (0,1) zde budeme znagit mnozinu véech funkcf definovanych na intervalu (0, 1), které
jsou na tomto intervalu spojité a maji definované a spojité vsechny své derivace az do fadu j € N.

— (Ovéite si, ze mnozina C'VU) (0,1) je linedrnim prostorem. Staci se ujistit, ze pro kazdé dve
funkce, které patii do C'Y) (0, 1), bude do Cc) (0, 1) pattit 1 jejich libovolnd linedrni kombinace.)

e Definiéni obor operdtoru A (nebo také mnozina pripustnijch funkcd) okrajové tlohy (1), (2), (3) je
mnozina D4 viech funkef z prostoru C) (0, 1), které splituji okrajové podminky (2), (3):

Dy = {u € 0D (0,1) | au(0) + Bu(0) = ug, ~u(l) + 6u'(l) = ul}. (4)

e Pokud jsou dané okrajové podminky homogenni (tj. pokud ug = u; = 0), potom je D 4 linedrn{ prostor.

— (Oveérte. Opét se staci ujistit, ze pro kazdé dvé funkce, které patii do D4, bude do D 4 patfit
i jejich libovolnd linedrni kombinace.)

e Nasim cilem je tedy nalézt na mnoziné D4 takovou funkei, kterd spliiuje diferencidlni rovnici (1).
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Obrazek 1: Priklady pripustnych funkei.

Priklad 1. Méjme okrajovou tlohu
—u(2) + (2* + Du(x) =3z, x€(0,1), u(0)=0, wu(l)=0. (5)
Defini¢nim oborem linedrniho diferencidlniho operatoru
Au = —u"+ @+ 1)u

je mnozina
Dy = {wec® 1) | u©) =0, u)) =0},

Prikladem funkci, které patii do D4, jsou funkce

U1 (.T) = - .’,U27
va(x) = sinmz,
v3(z) = 4da®—5z% 4z,

jejichz grafy muzeme vidét na Obrazku 1. VSechny tyto funkce jsou totiz v bodech 0 a 1 rovny nule,
jsou spojité na intervalu (0,1) a maji na tomto intervalu definovanou a spojitou prvni i druhou derivaci
(dokonce maji definované a spojité vSechny své derivace).

Pifkladem funkce, ktera nepatif do D 4, je funkce wy (z) = 22. Je sice spojitd a ma definované a spojité
vSechny své derivace, ale nespliuje okrajovou podminku wq(1) = 0.

Dalsim ptikladem funkce, kterd nepatii do D4, je funkce

wa(z) = T pokud x € <O,%>,
2 B 1—=x pokudxe(%,1>.

Tato funkce sice spliiuje okrajové podminky a je spojitd, ale jeji prvni derivace je nespojitd (overte a
najdéte bod nespojitosti).
Piikladem funkce, kterd nepatii do D4, je také funkce

ws(x) = 222 pokud z € (0,1),
? | 1-2(1—2)%* pokud z € (3,1).

Tato funkce, je sice spojitd a m& definovanou a spojitou svou prvni derivaci, ale nespliiuje okrajové
podminky (ovéite) a jeji druhd derivace je nespojita (ovérte a najdéte bod nespojitosti).

Grafy funkef wy, we a w3 muzeme vidét na Obrézku (2).

(Poznamenejme jesté, ze v tomto piikladé je mnozina D, linearnim prostorem, protoze okrajové
podminky ©(0) = 0 a u(1) = 0 jsou homogenni.)
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Obréazek 2: Piiklady nepfipustnych funkci.

2 Vlastnosti linearnich diferencialnich operatora
e Méjme ddnu diferencidlni rovnici (1) s okrajovymi podminkami (2) a (3), které jsou homogenni.
= Z toho plyne, ze mnozina D4 je linedrni prostor.

e Na linedrnim prostoru D4 zavedeme skalarni sou¢in dvou funkei u,v € D4 pfedpisem:
l
(u,v) = / u(z) - v(z) de.
0

e Linearni diferencidlni operator A se nazyvé:
— SYMETRICKY na Dy, pokud pro kazdé dvé pripustné funkce u,v € D4 plati:
(Au,v) = (u, Av), (6)
— POZITIVNI na D 4, pokud je symetricky a pokud pro kazdou pifpustnou funkci v € D4 plati:
(Au,u) > 0, (7)
(Au,u) =0 = u=0, (8)

— POZITIVNE DEFINITNI na Dy, pokud je symetricky a pokud existuje takové ¢ > 0, Ze pro
kazdou ptipustnou funkci u € Dy plati:

(Au,u) = ¢ Jlul*.

e Plati [Rek, Véta 75]: Pokud je A pozitivni linedrn{ diferencidlni operédtor na D 4, potom m4 tiloha (1),
(2), (3) nejvyse jedno Feseni u € Dy.

Piiklad 2. U okrajové tlohy (5) z Piikladu 1 urcete vlastnosti diferencidlntho operdtoru A.
Reseni.

e SYMETRICNOST:

(Au,v) = (—u"+ (@ +1)u,v) = /01 ( — ' (x) 4+ (2® + 1) u(:zj)) -v(z)de



Prvni integral upravime podle pravidla ,per partes”
1 1
—/ o (z)v(r)de = -— [u(m)'v(m)]é + / o (z)v'(z) dz.
0 0
Diky okrajovym podminkdm mdme — [u(x)’v(x)](l) =0 a tedy:

(Au,v) = /Ou'(m)v’(x)dx—l—/o (2% + Du(z)v(z) da.

Podobné dostaneme:

(u, Av) = (u,—0"+ (2> +1)v) = /01 u(x) - ( —o"(x) + (2 + 1) v(x)) dx

1
/0 ( —u(z)v"(z) + (2® + 1) u(z) v(;g)) dx

- /O () (@) e+ /O " 1 Du(e)o(e) da.
_ /O @)/ () do + /O (@ + Du(z)o(s) de.

Podminka (6) je tedy splnéna a operdtor A je symetricky.

e POZITIVNOST:

(Au,u) = (=" + @+ 1Duu) = /01 (— u”(x) + (2% + 1) u(:p)) ~u(z) dz

/0 ( — " (z)u(z) + (2> + 1) u(x) u(g;)) dz

—/Olu”(x)u(x)dm—l—/ol(mQ—|—1)u2(x)dx.

Prvni integrél upravime podle pravidla ,per partes” a s pouzitim okrajovych podminek dostaneme:

_ /0 @) de = — [u(z) u(=)]; + /0 o (@) do = /01 (“’@))2‘1‘"’“"

Maéame tedy:

(Au,u) = /01 (u’(m))z do + /Ol(gg2 + 1)u?(z) da. (9)

Muzeme si vSimnout, Ze se jednd o soucet dvou integraltl funkei, které jsou na (0,1) nezdporné, proto
i jejich soucet bude nezdporné ¢islo; tedy prvni podminka pozitivnosti (7) operatoru A je splnéna.
Navic lze snadno ovérit, ze pokud je u konstantn{ nula, tj. pokud w(z) = 0 pro vSechna x € (0,1),
potom hodnota obou integrilu bude rovna nule; tedy druhd podminka pozitivnosti (8) operdtoru
A je splnéna.

e POZITIVNI DEFINITNOST:

lul> = (uu) = / W2(z) da.

Protoze jsou oba integraly v rovnici (9) kladné ¢isla, plati pro vsechna x € (0,1):

/01 (u/(x))zdx—k/ol(x? + D(z)dz > /01 w?(z) da.

To znamend, ze podminka pozitivni definitnosti (2) je splnéna napiiklad pro ¢ = 1.

e Neni vzdy snadné stanovit, zda je dany diferencidlni operdtor symetricky, pozitivni nebo pozitivné
definitni. Tabulka 1 ukazuje nékteré zakladni pozitivné definitni dlohy (tabulka je prevzatd z [Rek,
Tabulka 73], pro obsahlejsi tabulky viz [Pre, Kapitola 24] nebo [Var]). Z této tabulky je hned vidét,
ze uloha v Ptikladech 1 a 2 je pozitivné definitni.



rovnice

okrajové podminky

Ly +ru=1,
p(x) > po >0, r(z) >0

u(a) =u(b) =0

2. | —(uy +ru=t,
p(z) > po > 0, r(z) > 0

3.1 (pu")" = (gu) +ru=f,
p(x) > po >0, g(x) >0, r(x) > 0 | v'(a) =0, u'(b) = 0

u(a) =0, u(b) =0,

41 (pu")" = (gu') +ru=f,
p(x) > po >0, g(x) > 0, r(x) > 0 | u”(a) =0, u"(b) = 0

u(a) =0, u(b) =0,

Tabulka 1: Tabulka pozitivné definitnich loh

Véta o minimu funkcionalu energie

e Méjme diferencidlni rovnici

kde:

Au = f,

z € {0,1),

A je pozitivni linedrni diferencidlni operdtor druhého fadu na D 4,

u je hledana funkce pattici do D 4,

f je funkce paiici do prostoru Lo (0,1),

s homogennimi okrajovymi podminkami:

a-u0) + B-4(0) = 0,
youl) + §-4' (1) = 0,

kde «, 8, v a ¢ jsou dana redlnd cisla takova, ze:

x alespon jedno z ¢isel a a 8 je nenulové,

* alespon jedno z ¢isel v a § je nenulové.

D 4 je defini¢ni obor operdtoru A.

e Definujme tzv. funkciondl energie F: D4 — R predpisem:

e Plati [Rek, Véta 77):

Fu=(Au,u) —2(f,u).

ug € D4 je Fesenim tlohy (14), (15), (16)

Energeticky prostor H4

e Mg¢jme diferencidlni rovnici

kde:

— A je pozitivné definitni linedrni diferencidlni operator druhého fadu na D 4,

Au = f,

— wu je hledana funkce pattici do D 4,

— f je funkce patici do prostoru Ls(0,1),

(F je ,funkcional”, protoze funkci priradi redlné cislo.)

(10)

(13)

< F nabyva pro ug na D4 (ostrého) minima.

ze(0,0),



— s homogennimi okrajovymi podminkami:
a-u(0) + B-u'(0) = 0, (15)
youll) + §-4' (1) = 0, (16)

kde «, 8, v a d jsou dand redlnd &isla takova, ze:

* alespon jedno z ¢isel a a 8 je nenulové,
* alespon jedno z ¢isel v a § je nenulové.

e Na mnoziné pripustnych funkci D4 zavedeme tzv. energeticky skaldrni soucin predpisem:
(u,v) 4 = (Au,v) (17)

e Protoze je A pozitivné definitni, spliiuje energeticky skalarni soucin vSechny vlastnosti skalarniho
soucinu, tj., pro kazdé tii funkce u,v,w € D4 a pro kazdé realné ¢islo a € R plati:

Ll O

5. (u,
e Diky tomu muzeme pomoci energetického skaldrniho sou¢inu definovat:

— normu, tzv. energetickou normu:
Jull 4 = 4/ (u,u) 4, (18)
— metriku, tzv. energetickou metriku:
oa(u,v) = [lu— vl ,. (19)
e Mnozinu D4 ziplnime, tj. pfiddme limity vSech cauchyovskych posloupnosti (ve smyslu metriky
04). Tak dostaneme metricky prostor, ktery je iplny. Nazveme ho energeticky prostor a znacime

Hyu.
e (Prostor H4 tedy muzeme chépat jako mnozinu piipustnych funkei D4 s energetickym skaldrnim
soucinem (.,.) , a pfidanymi limitnimi funkcemi.)
5 Variac¢ni metody: Ritzova metoda

e Mg¢jme diferencidlni rovnici

Au=f, €0, (20)
kde:

— A je pozitivné definitni linedrni diferencidlni operdtor druhého Ffddu na D4,

— u je hledana funkce pattici do D 4,

— f je funkce paiici do prostoru L»(0, 1),

s homogennimi okrajovymi podminkami:

a-u(0) + B-4'(0) = 0, (21)
youll) + §-4' () = 0, (22)

kde «, B, v a d jsou dand redlnd &isla takova, ze:

x alespon jedno z ¢isel a a 8 je nenulové,
x alespon jedno z Cisel v a § je nenulové.

e Podle Kapitoly 4 sestrojime energeticky prostor H,4 s energetickym skaldrnim soucinem (.,.) 4.



e Posloupnost linearné nezavislych funkei
v1, U2, U3, ... € Hy (23)

tvoii v prostoru Hy bdzi, pokud kazdou funkci w € H, dokdzeme libovolné pfesné aproximovat
néjakou linearni kombinaci téchto funkci.

— Pfesnéji, ke kazdému € > 0 lze najit n € N a ay,aq, ..., a, € R takova, ze:

n
0A (1/,. E mt'l) <e€.
1=1

e Piiklady bézi v prostoru Lo (0,1), [ > 0, pfi okrajovych podminkdch u(0) = u(l) = 0 jsou:
— TRIGONOMETRICKA BAZE: v, = sin 272k € N, tj.

2 3
v1(z) = sin 7rTx, ve(x) = sin %, v3(x) = sin %,
— POLYNOMIALNT BAZE: v;, = ¥~ 1g(z), k € N,
x kde g € C® (0,1) je kladna funkce na intervalu (0,1) spliujici okrajové podminky (21)
a (22),
* napiiklad pro funkei g(x) = z(I—x), kterd spliiuje Dirichletovy okrajové podminky g(0) =
g(l) = 0, dostaneme bézi:

oia) = zli—x), (@)= (—a), vl@)=a l-2), ..., wle)=a"(-2),

e Funkciondl energie minimalizujeme na n-rozmérném (tj. konecnérozmeérném) podprostoru V;, pro-
storu H 4. Ze zvolené béze (23) tedy vybereme jeji kone¢nou podposloupnost. Vysledkem je potom
funkce @

() = ar-n(r) + az-va(x) + ... + an-vp(z),

ktera je aproximaci skute¢ného feSendi.

e Koeficienty linedrni kombinace aq, as, ..., a, € R nalezneme jako (jediné) feseni linedrni soustavy
rovnic:
(01701),4 (U1,U2)A (Ulavn)A aq (fﬂ)l)
(U27U1)A (U2,U2)A (Uz,vn)A Q2 (fﬂ)z)
(Umvl)A (Um'UQ)A (Umvn)A Qp (f7vn)

e Pozor! Zatimco v matici soustavy jsou energetické skaldrni souciny, na pravé strané rovnice jsou
standardni skalarni souciny.

Pi#iklad 3. Reste okrajovou tlohu
—u"(z)+x-u(z)=2, x€(0,1), u0)=0, u(l)=0. (24)
Ritzovou metodou s pouzitim polynomialni baze
vi(z) = z(l—z) = z—2z7,
vo(z) = 2*(1—2x) = 22— 2
Reseni. Z Tabulky 1 vidime, Ze diferencidlni operator
Au = —u' 4z u

je pozitivné definitni na D 4. Muzeme tedy pouzit Ritzovu metodu. Spoéitdme prvni derivaci bézovych
funkef:

vi(z) = 1-2x,

vh(xz) = 2z —32°
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Obrézek 3: Aproximace Ritzovou metodou.

S pomoci metody ,,per partes” a s uzitim okrajovych podminek vyjadiime energeticky skaldrni soucin:

(u,v), = /01 ( —u"(z)+x- u(x)) cv(z)de = — /01 o (x)v(x)de + /01 z - uw(z)v(z) de

—[u’(af):(x)]é + [ @@+ [ o @)

/01 o ()0 (x)dz + /01 x - u(z)v(z) dz. (25)

Aproximaci fesen{ tilohy (24) bude funkce ve tvaru:
a(z) = a1-vi(x)+ as-va(x),
kde ay, as € R ziskdme jako feseni soustavy linedrnich rovnic:
(vi,v1) 4 (v1,v2) 4 Qi (f,v1)
(U27vl)A (’02,”02),4 Q2 (fv 712)

Spocitame energetické skaldrni souc¢iny v matici této soustavy linedrnich rovnic (s pouzitim (25)):
1 1
(vi,m),4 = / (1-2x)-(1-2x) dx—i—/ z-(z—2%) - (z—2%) da
0 0
1 1
/ (1—4x+4x)dx—|—/ (1:3—21:4+175)dx

0
1 2 1
+ |:4$4 — BJZS + 6$6:|

1 1

_ {x_gx + x}

0 0

1
3 60 20’

(vi,v2) 4, = /0(1—2x)~(2x—3x2) dx+/0 z-(z—2%) - (2* —2%) da
1 , ; 1
/0(23:—733 +6x)dx—|—/0(

1, 1 11"
53: 3x+7x}0

zt — 22 + 336) dx

I
—
8

[N}
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(vo,v2) 4, = /0 (22 — 32%) - (22 — 32%) du —|—/0 z-(2®—2*) (2 —2°) do

1 1
/ (43:2 —122% + 9x4) dx + / (x5 — 228 + x7) dx
0 0

4 3 1,95 ' L 27 13 '
= — — 3 —_ —_ —_ = —_
{3&0 x+5x O—|— Gx 7x +8:c .
2 1 39
— 4 — = —.
15 168 280
Koeficienty pravé strany soustavy linearnich rovnic spoéitame jako standardni skaldrni souciny:

(fiv1) = /012~(:U—x2)dx = /01(2x—2x2)dx = [m2—3x

)
w

| I

o —
|

W =

! ! 2 1,1 1
(f,v2) = / 2-(2* —2%) dz = / (22 —22%) dz = |Z2®— -a2* = -
0 0 3 2 Jo 6
Rozsifend matice soustavy linedrnich rovnic (26) proto bude mit tvar:
7 37 |1
20 210 | 3
37 39 |1
210 280 | 6
a jejim (jedinym) feSenim budou éisla:
6020
= —— = 0.964
“ 6247 ’
140
= ——— = —0.022.
2 6247
Aproximaci fesen{ dlohy (24) bude tedy funkce:
- 6020 9 140 2 3
W) = g )~ g ()
6020 6160 , 140 4
= T — x x
6247 6247 6247
= 0.964z — 0.9862% + 0.0222°.
Graf této funkce muzeme vidét na Obrazku 3.
Pi#iklad 4. Reste okrajovou tlohu
—u(x) + 2 u(x)=1-2% 2€(0,2), u(0)=0, wu(2)=0. (27)
Ritzovou metodou s pouzitim polynomialni baze
v(r) = z2-z) = 2z — 2%
vo(z) = 2?(2—1z) = 22%—2?,
v3(z) = 2°(2—1x) = 22° -2t
Reseni. Z Tabulky 1 vidime, ze diferencidlni operator Au = —u” + 22 - u je pozitivné definitn{, mazeme
tedy pouzit Ritzovu metodu. Prvni derivace bazovych funkei je:
vi(z) = 2-— 2z,
vh(r) = 4da — 322
vh(z) = 622 —4a®.

Energeticky skaldrni soucin vyjadiime jako:

(u,v), = /01 (7 o () + 22 u(x)) cw(x)de = — /01 o' (z)v(z)dx + /01 2?2 - u(x)v(z) dr

—[ (2)v(2)]y + /Ou'(m)vl(ac)dx + /OxQ-u(x)v(x)dx
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Obréazek 4: Aproximace Ritzovou metodou.

Aproximaci fesen{ tlohy (27) bude funkce ve tvaru:
() = ag-vi(z)+ ag-ve(z) + as - vs(z),

kde oy, ag, a3 € R ziskdme jako feseni soustavy linearnich rovnic:

(01,1)1),4 (Ul,vz)A (01703),4 aq (f,v1)
(v2,v1) 4 (v2,v2) 4 (v2,03)4 a2 = (f,v2) (29)
(U37U1)A (U3av2)A (U3av3)A as (fa U3)

S pouzitim (28) spocitdme energetické skaldrni souciny:
2 2
(vi,v1), = / (2 —2x) - (2—2x)dx—|—/ 2. 2z — %) - (22 — 2?) dz
0 0

2 2
= / (4—8x+4x2)dm+/ (4a* — 425 + 2%) dz
0 0

407 (4, 24 1,
= |:4.T — 42?4 x3] + [ac5 A x7]
37, 5T 3T T,
8 128 136
= -4+-— = — = 3.886
3 + 105 35 ’
2 2
(v1,v2) 4 = / (2 —22) - (4o — 32°) dz —|—/ 2?2z —2?) - (222 — 2%) da
0 0

2 2
= / (82 — 142% + 62°) dz + / (42° — 425 + 27) dx
0 0

14, 3% [24 4 147
= g2 12324 26 27,1 8
|:£U 3x—|—2x 0—|— 390 7m+8:130
8 32 88
= 24+ = 22409
3 21 21 ’
2 2
(vi,v3) 4, = /(2—2x)~(6x2—4x3)dx+/ 2?2z —2?) - (22 — ) dx
0 0

2 2
= / (1222 — 2022 + 8x*) da + / (425 — 42" + 2%) da
0 0

2 2
8 4 1 1
= |:4£L'3 — 5zt + m5] + [x7 — a2+ xg]

57 1, L7020 9T,
16 128 1648 .
= 5T T o35 0P

10



2 2
(vo,v2) 4, = / (42 — 32?) - (4 — 32%) dz —|—/ 22 (207 — 2%) - (227 — 2%) dw
0 0

2 2
= / (162% — 242® + 92*) dx + / (425 — 42" + 2%) da
0 0
2 2
1 4 1 1
= {;ws — 62* + 9x5} + [7:57 - ixs + 9:59}

5 lo 0
64 128 1984
= —_— - = — = 2
15 + 63 315 6.298,
2 2
(va,v3) 4, = / (4x — 32?) - (62° — 42%) dz —|—/ 22 (222 — 23) - (20% — 2*) dx
0 0

2 2
= / (242 — 342 4 122°) dx + / (42" — 42® 4 2°) da
0 0

34 1, 4 1 0]°

_ 4_ 9% 51 9.6 18 %9, 1 10
[Gx 5x+x O—i- 57 933 —I—lox .
32 128 416

= 2220 2 22 g0
5 + 45 45 ’
2 2

(v3,v3) 4, = /(6x2—4x3)-(6x2—4x3)dx+/ 22 (223 — 2% - (22 — o) dx

0 0

2 2
= / (36x* — 4825 + 162°) dz + / (42 — 429 4+ 2'0) da
0 0

2 2
36 16 4 2 1
_ {x5—8x6+x7} + [xg_xm_’_llxn}

5 7 1, L9 5 0
384 2048 52352
= oS o 2200 - 9500.
35 * 495 3465
Koeficienty pravé strany jsou:
2 2
(f,v1) = /(—1+x2)-(2x—x2)dx = /(—2x+x2+2x3—x4)dx
0 0
2
1 1 1 4
2 3 4 5 :
= |—a?4 2%+ ot - = = — = 0.267
{x+3x+2x 5:5}0 R 0.267,
2 2
(fyv2) = /(—1+x2)~(2m2—x3)dx = /(—2x2+x3—|—2x4—x5)dx
0 0
1, 2 g 4
_ |23, 14 5 6 _
= { 3x +4x +5m 6x]0 3 0.8,
2 ‘ 2
(f,vs) = /(71+w2)~(2x‘37$4)dz = /(7213+x4+2x5716)dx
0 0
1, 15 14 1.7 152 .
ot s e 1 - 2% - s
{ 2" T 3T TN T 105 i

Rozsifend matice soustavy linedrnich rovnic (29) mé potom tvar:

3.886 4.19  5.232 | 0.267
4.19 6.298 9.244 0.8
5.232  9.244 15.109 | 1.448

a jejim FeSenim jsou Cisla:

a1 = —0.186,
as = 0.154,
as = 0.066.
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Obrézek 5: Bazova funkce v metodé kone¢nych prvki.

Aproximaci feseni tlohy (27) je funkce:
a(z) = —0.186-x(2 —x) +0.154 - 2%(2 — 2) + 0.066 - 2°(2 — z)
—0.372x 4 0.494 2% — 0.022 2> + 0.066 z*.

Graf této funkce muzeme vidét na Obrazku 4.

6 Metoda koneénych prvku

e Tato metoda je modifikaci Ritzovy metody se specidlni volbou béaze.
e Pro obycejny diferencidlni problém je tato baze ddana nasledujicim zpusobem:

— Meéjme ekvidistantni déleni xg, x1, z2, . . ., z, intervalu (0, 1), vzdélenost dovu sousednich bodu
oznacme h.

— Baéze je tvofena funkcemi (viz Obr. 5):

T2l pokud = € (Tp_1,2k) -
vp = ¢ =2 pokud € (wg, Tpr1) -
0 jinak.

— Jednd se o tzv. ,spline” funkce (funkce nenulové jen na ,malé ¢dsti” svého defini¢niho oboru).
Pi#iklad 5. Reste okrajovou tlohu z Pifkladu 3:
—u(x)+x-u(r)=2, xe€(0,1), u0)=0, u(l)=0. (30)

metodou koneénych prvku s pouzitim béazovych funkei:

3x pokud x € <O, %>, 0 pokud x € <O, §>,
vi(z) = 2 -3z pokud z € (3,2), ve(r) = {3z —1 pokud z € (3,2),
0 pokud z € (%,1>, 3—3x pokud x € (%,1>.

(Grafy téchto bazovych funkci muzeme vidét na Obrazku 6.)

Reseni. Protoze se jednd o pozitivné definitni ilohu (viz Feseni Piikladu 3), muzeme metodu kone¢nych
prvki pouzit. Spocitdme prvni derivaci bazovych funkei:

3 pokud x € <0, %> , 0 pokud x € <07 %>,
vi(r) = -3 pokud z € (3,2), vy(x) = ¢3  pokud z€ (3,2),
0 pokud x € (%, 1>, —3 pokud z € (%, 1>.

12
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Obrazek 6: Priklad bazovych funkci v metodé konecnych prvku.

Z teseni Piikladu 3 jiz mame vyjadieny energeticky skalarni soucin:

1 1
(u,v), = / o () (z)dz + / z - u(z)v(z) da. (31)
0 0
Aproximaci feseni tlohy (30) bude funkce ve tvaru:
a(x) = a1 -vi(x)+ as - va(x),
kde a1, as € R jsou fesenim soustavy linearnich rovnic:
(vi,v1) 4 (v1,v2) 4 [ o (f,v1)
(U27U1)A (U27U2)A a2 (f7 Uz)

Spocitdme energetické skaldrni souciny (s pouzitim (31)):

(o, 01), = /1v'1(x)~v’1(x)dx+/1x~v1(x)-vl(x)dx

0 0

/332dx + /3(—3)2dx + /33:-9x2dx + /3 z-(2-3z)® do
0 1 0 I ———

= 4x—12224+923

Wl

1 2 9 % 9 %
= [92)§ + [9z]3 + {x‘l} + [2x24z3+x4}
3 4 0 4 %
1 5 656
= —_— —_— = — i . 4
3+ 3+ 3+ 1o 103 6.074,

(o1, 02), = /Olv'l(x)-U’Q(x)dx—l—/olx-vl(x)~v2(a:)dx

2

/1§3~(—3)dx + [sx-(Z—Sx)-(Sx—l) do

= —2z+9x2—9x3

I
\
©
B
wl= ol

1
+ [12+3x32x4] = =3+ = — o = —2972
1

13
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Obrézek 7: Aproximace metodou kone¢nych prvku.

(v2,v2) 4 = /ové(x)-vlz(x)dm—i—/o T - va(x) - ve(z) do

2

2 1 2 1
= /3 32dx + / (—=3)%*dz + /3 z-(3x—1)2dr + / z-(3—32)% do
1 2 1 N—_——— —_———

2
K E E = 923 —6x2+x K- 9x—18x2+49x3

2 1

2 9 3 9 9

= 923 + [92]% + |=at -2+ =a? + | z2? =623 + Sat

3 3 4 1 2 4 2

3
1 664

= 33t IR 12~ 108

Spocitame koeficienty pravé strany:

(fiv1) = /Olf(x)ml(x)dx = /0é2-3xdx + /;;2.(23:5)(1:6

_ 2 5 2 2 _ 1 1 N 2
= [33:]8 + [43:—336]2 = 3 + 3 = 3
1 2 1
(f,v2) = / f(z) - va(r)dx = / 2-(Bzx—1)de + / 2-(3—3x)dx
0 1 2
2 1 1 2
= [32% -2z} 62 —32%), = = + = = -
[ T m]% + [ T T ]% 3 + 3 3
Soustava linedrnich rovnic (32) mé tvar:
656 107 | 2
108 36 | 3
_ 107 664 | 2
36 108 | 3
a jejim FeSenim jsou Cisla:
a = 0213,
as = 0.212.
Aproximac{ fesenf tlohy (30) je funkce:
t(x) = 0213 -v1(z) + 0.212-v9(x).

Graf této funkce muzeme vidét na Obrézku 7 (porovnejte s grafem na Obrézku 3).
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