METODA SITI

Matematika jiz pomérné davno vytvorila matematické modely pro znacné kom-
plikované problémy z nejrtiznéjSich oblasti zivota. Mnohé z nich vsak teprve po-
meérné kratce, ve spojitosti s rychlym rozvojem numerické matematiky spojenym
s rozvojem pocitacl, umi fesit. V dobé, nazvéme ji ”predpocitacovou”, se apli-
kovana matematika snazila odvodit pro feseni problémt uzaviené vzorce, které
nevyzadovaly velky pocet pocetnich operaci. Tento stav vSak pocitace zcela zmé-
nily. V souvislosti s jejich rozvojem a rozvojem jejich uziti nabyly na dutlezitosti
ty numerické metody feSeni, které maji jednoduchy cyklicky charakter. Takovou
metodou je metoda siti, zvana téz diferencni metoda.

Zabyvejme se metodou siti z hlediska jejiho uziti pro feseni okrajovych tloh.
Myslenka metody siti pro FeSeni okrajové tlohy je jednoduché: v intervalu (a, b), na
némz hleddme teSeni =zadané okrajové Ttlohy, zvolime mnozinu bodi
D = {a = x9,21,29,...,2, = b}, n € N tak, ze vp < 1 < 23 < -+ < Ty,
Mnozinu D nazyvame sit, x; uzlové body sité, ¢islo h; = x; — x;_1 krok déleni. Je-li
h; = 222 Vi, fikame, ze déleni D je ekvidistantni.

V uzlovych bodech sité nahradime derivace, které se vyskytuji v zadané okrajové

uloze, diferen¢nimi podily. Vychézime pritom z definice derivace funkce v bodé:

(w0 + 1) — ylzo)
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Pro malé h mtzeme psat

tedy

kde y1 = y(x1), yo = y(xo).
Obecné

h je krok déleni.



Jelikoz, jak jisté vime, druhd derivace funkce v bodé je definovana jako prvni

derivace prvni derivace, nahradime y”(z;) druhym diferenénim podilem takto:
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Obdobné pro vyssi derivace.
Takovymto nahrazenim dostaneme namisto pivodni okrajové tlohy soustavu

diferencnich rovnic pro ptiblizné hodnoty hledané funkce v uzlovych bodech sité.
Poznamka. Lze uzit (jsou odvozeny) i jiné ndhrady derivaci.

Uziti metody siti ukdzeme na ptikladé.
Priklad. Metodou siti feste nasledujici problém.

y' —(2*+1)y=2 2€(0,3)

y(0) =0, y(3) = 0.

Volte krok déleni h = 1. Jelikoz f(x) = x je spojitd Va € (0,3) a g(x) = 2% + 1 je
spojita a kladna Vz € (0,3) a A = —1 neni vlastni éislo odpovidajiciho homogenniho
problému, ma zadana tloha jediné reseni.

Interval (0, 3) rozdélme délicimi body z; = 1, z2 = 2 na t¥i podintervaly délky
h = 1. Oznacme y; hodnoty feSeni, které ziskdme metodou siti v bodech z; (je
ziejmé, ze y; = y(x;), nebot metoda siti je metoda piibliznd).

Sestavme diferen¢ni rovnice v uzlovych bodech x1, .

— 2y +
w2 1?/21 yO_(12 + Dy =1,
Y3 — 2y2 + 1
Ty . T—(22 + 1)y2 = 1

Uzijme okrajovych podminek yy = 0, y3 = 0. Dostavame soustavu dvou linearnich

rovnic o dvou neznamych

Yo —2y1 — 21 =1

—2y2+ Y1 — Sy2 = 2.



Po apravée

—4y1+ y2 =1
Y1 — Ty2 = 2.
Resenim soustavy rovnic jsou 1y, = —%, Yo = —%. Cisla —%, —% jsou aproximaci

¢isel y(1) a y(2), kde y(z) je feSenim zadané okrajové ulohy. Metodou siti ziskdvame
tedy aproximaci feseni zadané ulohy jen ve zvolenych bodech ;1 = 1, o = 2
intervalu (0, 3). Chceme-li ziskat aproximaci funkce y(z) v celém intervalu (0, 3),
lze nap¥. pro funkci y(z) (uzitim vypoctenych hodnot) sestavit interpola¢ni polynom
nad intervalem (0, 3).

Je vhodné polozit si otazku o konvergenci metody siti, tzn. zdali pro dostatecné
malé h je rozdil |y(x;) — y;| dostateéné maly pro vSechna i, a otazku po chybé
metody. D&t univerzalni odpovéd neni za soucasného stavu nagich znalosti jedno-
duché, prislusné tivahy je nutné udélat pro kazdy jednotlivy pripad. Podrobnosti
viz Vitasek E.: Zaklady teorie numerickych metod pro feseni diferencidlnich rovnic,

Academia Praha, 1994.

Poznamka. Metodu siti 1ze s ispéchem uzit i pro feSeni parcidlnich diferencidlnich
rovnic s okrajovymi podminkami a pro nalezeni pfibliznych hodnot vlastnich ¢isel

okrajovych tuloh.



