Pravdépodobnost a statistika

3. cviceni

(vytvofeno 15. Fijna 2020)

1 Podminéna pravdépodobnost
Uloha 1.

e ... pismena anglické abecedy, |Q| = 26, 5 samohldsek

e S ... ndhodné zvolené pismeno je samohlaska
e A ... ndhodné zvolené pismeno je pismeno ’a’
e D ... ndhodné zvolené pismeno patii do prvni desitky, tj., je to jedno z

pismen: ’a’, ’b’, ’¢c’, ’d’, ’e’, ’£’, ’g’, ’h’, ’i’, 7 j’

Urcete tyto podminéné pravdépodobnosti:

1. P(A]S),

2. P(A| D),

3. P(S| D),

4. P(D|S).
Uloha 2.

e () ... pfirozena ¢isla od 1 do 12

e S ... ndhodné zvolené ¢&islo je sudé

e P ... ndhodné zvolené ¢islo je nejvyse 5

Urcete tyto podminéné pravdépodobnosti:

1. P(S|P),
2. P(P|S).

Uloha 3.
e () ... prirozend ¢isla od 1 do 12
e D, ... ndhodné zvolené ¢islo je délitelné dvéma
e D3 ... ndhodné zvolené ¢islo je délitelné tfema
e D, ... ndhodné zvolené ¢islo je délitelné ¢tyima



Urcete tyto podminéné pravdépodobnosti:

1. P(Dy | D3),
2. P( )
3. P( )
4. P(Ds| Dy),
5. P( )
6. P )

2 Veéta o uplné pravdépodobnosti

Uplny systém jevia {B;}
e Jevy Bj jsou po dvou neslucitelné.
e Sjednoceni jevil B; je jev jisty.
e Mame-li néjaky uplny systém jevi, potom mame jistotu, ze vzdy nastane
praveé jeden z nich.

e Pro kazdy jev A plati:

Véta o uplné pravdépodobnosti

e Necht’ {B;} je uplny systém jevi, z nichz kazdy md nenulovou pravdépo-
dobnost.

e Potom pro kazdy jev A plati:
P(A) = Y P(Bj)-P(A|By)
J

Uloha 4. Prvni zasilka obsahuje 150 kustu zboz{ a mezi nimi je 5 vadnych.
Druhé zésilka obsahuje 250 kusu zboz{ a mezi nimi je také 5 vadnych. Jaka je
pravdépodobnost, ze vybereme vadny kus,

1. pokud zésilky nejprve smichdme a potom vybereme jeden kus,

2. pokud nejprve vybereme zasilku a potom z ni jeden kus? (dvoustupnovy
vybér)
Uloha 5 (zdroj: http://wuw.georgell.eu/matematika/pst/Findex.htm).
Vézen dostane Sanci zachrénit se pfed popravou. Dostane 12 bilych a 12 ¢ernych
kulicek, které mé rozmistit do dvou ruznych schranek (do kazdé z nich alespon
jednu). Zalainik potom vybere jednu schranku, z nf jednu kulicku a pokud bude
bila, vézen je zachrdnény. Jak muze vézeri maximalizovat svoji nadéji na zivot?



3 Bayesova véta

e B, ... spocetny Uplny systém jevi s nenulovou pravdépodobnosti

e Pro kazdy jev A plati:

P(B;) - P(A| By)
B.

P(B;|A) = > P(B;)- P(A| By)

Uloha 6. Podil nevyzadanych e-mailt je 30%. Pravdépodobnost oznacenf nevy-
zddaného e-mailu jako spam je 95%. Pravdépodobnost oznaceni ,vyzddaného”
e-mailu jako spam je 1%. Kolik je ve spamovém kosi skutecné nevyzadanych
e-mailua?

Uloha 7. Test nemoci je u 3% zdravych pacientt falesné pozitivni a u 12%
nemocnych pacientu falesné negativni. Nemocnych v populaci je 5%.

e Kolik pacientt s pozitivnim testem je skute¢né nemocnych?
e Kolik pacientu s negativnim testem je skutec¢né zdravych?

Uloha 8. V domé naproti zije stard pani s mnozstvim zvirat, které, podle
pozorovani, tvoii z 50% kocky, z 25% psi a z 25% krélici. Zvifata maji bud’
¢ernou nebo bilou srst; 50% kocek, 80% pst a 50% kraliku je bilych.

1. Z okna vypadlo bilé zvite. Jaka je pravdépodobnost, ze to byla kocka a
tudiz padd z druhého patra prezila? (Pani{ do toho nepocitdme, protoze
vime, Ze nos{ ¢erveny Zupan.)

2. Jakou ¢ast tvor{ v domé bild zvifata? (Pan{ do toho opét nepocitdme.)

Uloha 9. Vysila¢ vysild znaky 0 a 1 pies zasumnény kandl. Pokud je vysldna
0, je s 10% pravdépodobnost{ pfijata jako 1. Pokud je vysldna 1, je s 15%
pravdepodobnosti prijata jako 0. Jaka je pravdépodobmnost, ze prijata 0 byla
skuteéné vyslana jako 0 a jaka je pravdépodobnost, ze ptijatd 1 byla skutecné
vyslana jako 1, pokud

1. 0 je vysilano tfikrat vice nez 1,

2. 0 je vysilano devétkrat vice nez 17

4 Dalsi dlohy

Uloha 10. Méjme

e ) = {a,B»'Y}v
o A= {@,{aa')/}’{ﬁ}’{a’ﬁ}}’
o P(A) =|Al



Je (9, A, P) spravné definovany Kolmogorovuv model pravdépodobnosti? Jaké
nahodné veli¢iny muzeme na zakladé tohoto modelu definovat?

Uloha 11. Méjme
o & ={a,B,7,0},
o A= {{a.8}.{0}},
o P(A)=1.14]

Je (Q, A, P) spravné definovany Kolmogorovuv model pravdépodobnosti? Jaké
niahodné veli¢iny muzeme na zakladé tohoto modelu definovat?

Uloha 12. O jevech A, B a C vime, ze jsou vzdjemné nezavislé a jejich prav-
dépodobnosti jsou

P(A) = 0,1,
P(B) = 0,2,
pPC) = 0,3
Urcete pravdépodobnost jevi:
1. Au(BNC),
2. AU(ANBNO),
3. (AUB)N(ANC).
5 Reseni
Reseni 1:
Q = {a7bﬂc7d7e7f7gﬂh7i7j7k7l7m7
n707p7Q7r787t7u7v7w7$7y7z})
A = A{a}, P(S) =
S = {avevi,oauay}a P(S) = %
P = {abcde f,g,hij}, P(D) = 13
P(ANS) 1/26 1
P(A = = -
(415) P(S) 6/26 6
P(AND) 1/26 1
(4] D) P(D) 10/26 10
P(SND) 3/26 3
P(S|D) = = = =
(51 D) P(D) 10/26 10
P(SND) 3/26 3
P(D = = - 2
(D]5) P(S) 6,/26 6

4



ResSeni 2:

n

ResSeni 4:

1 5+5
© 1504250

2. Jevy:

o A ...
[ ] Zl
o /s ...

W= o Do

= {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12},
= {2,4,6,8,10,12}, P(S)
= {172537475}7 P(P)
P(SNP) 212
PSTP) P(P) 5/12
P(PNS)  2/12
P(P|S) = — =
(P15) P(S) 6/12
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12},
{2,4,6,8,10, 12}, P(Dy) =
{3,6,9,12}, P(Ds) =
{4,8,12}, P(Dy) =
P(Ds N Ds) 2/12
P(Ds | D = = =
_ P(DanDy) 2012
P(D;N D)) 3/12
P(Dsy | D = = =
P(DyN Dy) 3/12
P(D4 | D = = =
_ P(DsnDy)  1/12
_ P(DsNDy) 112
=10 —0,025

400

vybereme vadny kus,
vybereme prvni zasilku,

vybereme druhou zasilku,

Sl Sle Sle

W= N =

—

= Wl N

Rl Bl

= Wl Nl



P(A) = P(A|Z1)-P(Z1)+ P(A| Z2) - P(Z2)

5 1 5

40

1
150 2 250 2 1500

e A ... vybere bilou kulicku

e U; ... vybere 1. urnu

e U, ... vybere 2. urnu

o P(Uh) = P(Us) = 3

e k ... pocet bilych kulicek v 1. urné

e n ... celkovy pocet kulicek v 1. urné

PA|U,) =&
° P(A|U2)= 12—k

24—n

= — = 0,026

P(A) = P(Uh)-P(A|U)+ P(Us) - P(A|Uy)

1 12—-k%
2 24—n

n 12—k
n 24—n

1 11
Z4 = = 4
<1+23> 0,7

e N ... piijaty e-mail je nevyzddany, P(N)=0,3

|ow S

N

N = N = N

maximum: P(A) =
Reseni 6:
e S ... pfijaty e-mail je oznaceny jako spam
e P(S|N)=0,9

o P(S|N)=0,01
e Zajimé nés P(N | S)

P(N)-P(S | N)

P(N|5)

0,3-0,95
0,3-0,95+ (1—0,3)-0,01
0,285

— 2= - (97603
0,285 + 0,007 ’

P(N)-P(S|N)+ P(N)-P(S|N)



e N ... pacient je nemocny, P(N) = 0,05
P

. pacient ma pozitivni vysledek testu

e P(P|N)=0,03
e P(P|N)=0,12 = P(P|N)=0,88
e P(N | P)... pravdépodobnost, Ze pacient s pozitivnim testem je nemocny
e P(N | P) ... pravdépodobnost, Ze pacient s negativnim testem je zdravy
P(N)-P(P| N
P(N|P) = (W) - P( L ) —
P(N)-P(P|N)+P(N)-P(P|N)
B 0,05-0,88
~0,05-0,88+ (1—0,05)-0,03
0,044
= ——————— = (,6069
0,044 40,0285 ’
Reseni 8:

e K ... vypadlé zvife je kocka, P(K)=10,5

e P ... vypadlé zvife je pes, P(P) = 0,25

e R ... vypadlé zvite je kralik, P(R) = 0,25
B ... vypadlé zvife m& bilou srst

e P(B|K)=0,5

e P(B|P)=0,8

e P(B|R)=0,5

P(K)-P(B| K)

P(K|B) =
(K| B) P(K)-P(B|K)+P(P)-P(B|P)+P(R)-P(B|R)
B 0,5-0,5
©0,5-0,54+0,25-0,840,25-0,5
0,25 0,25
p— ? = ? p— 44
0,25+0,2+ 0,125 0,575 0,43478
2. P(B) = P(K)-P(B|K)+P(P)-P(B|P)+P(R)-P(B|R)
= 0,25+0,2+0,125 = 0,575
Reseni 9:



90%

0 O 0
10%
vstup vystup
15%
1 o 1
85%
e V0 ... vyslany znak je 0
e V1 ... vyslany znak je 1
e P0 ... pfijaty znak je 0
e P1 ... pfijaty znak je 1
e P(PO|V0)=0,9
e P(P1|V0)=0,1
e P(PO|V1)=0,15
e P(P1|V1)=0,85
P(V0)-P(PO| VO
. P(VO|P0O) = (V0) - P(PO| V0)
P(V0)-P(P0|V0)+ P(V1)-P(P0O|V1)
0,75-0,9 0,675
= ! ’ = d = 0,94737
0,75-0,9+0,25-0,15 0,675+ 0,0375 ’
P(V1|P0O) = 1-0,94737 = 0.052632
P(V1)-P(P1|V1)
P(V1|Pl) =
(V1P P(V0)-P(P1|V0)+ P(V1)-P(P1|V1)
0,25-0,85 0.2125
= : : = = 0.73913
0,75-0,1+0,25-0,85 0,075+ 0.2125
P(VO|P1) = 1-0.73913 = 0.26087
P(V0)-P(PO|V0)
2. P(VO| PO) =
(Vo[ Po) P(V0)- P(P0O|V0)+ P(V1) - P(P0O|V1)
0,9-0,9 0,81
— ? ? = ’ - . 1 2
0,9-0,9+0,1-0,15 0,81 40,015 0.9818
P(V1|P0O) = 1-0.98182 = 0.018182
P(V1)-P(P1|V1
P(WV1|Pl) = (V1) P(PL] V1)
P(V0)-P(P1|V0)+ P(V1)-P(P1|V1)
0,1-0,85 0.085
= . - = = 0.48571
0,9-0,1+0,1-0,85 0,09 + 0.085 04857
P(VO|P1) = 1-—0.48571 = 0.51429



Reseni 10: Neni to spravné vytvoreny Kolmogoroviiv model, A netvoii o-
algebru. Aby A byla o-algebru, museli bychom do ni pfidat tyto mnoziny:

e {7} N{a, B} ={a}
o {a,7}U{e, B} ={a, 8,7}
o {a,8} ={7}

o {(Bru{rv}={8.}
Museli bychom tedy mit

o A={2.(a}. 18}, (). (o B} (@} (Br) (e B }

Funkce P sice je mira, ale neni to pravdépodobnostni mira, protoze muze naby-
vat hodnot vétsich nez je 1. Pokud bychom méli napifklad P(A) = 1 |A|, potom
by to pravdépodobnostni mira byla.

Reseni 11: Systém mnozin A netvoii o-algebru. Aby A byla o-algebru, museli
bychom do ni pfidat tyto mnoziny:

o J

o T =1{a,p,70)

e {a,8}U{d} ={a,B,6}
e {a,8} = {7,6}

o {6} ={o, 8,7}

o {v,6}N{e, 8,7} = {+}
Museli bychom tedy mit

o A={o {a,8}, (7} 10} {0 8,7} {86} {7, 0, e 5,7, 6} |
Funkce P je spravné navrzend pravdépodobnostni mira.
Reseni 12:
1. P(Au(BNC)) = PA)+PBNC)—PANBNC(C)
= P(A)+ P(B)-P(C)— P(A)- P(B) - P(C)
0,140,2:0,3—0,1-0,2-0,3 = 0,154
2. PLAU(ANBNC)) = P(A)+P(ANBNC)-P(ANANBNC)
P(A)+P(ANBNO)
P(A)+ P(A)- P(B)- P(C)
0,14+0,9-0,2-0,3 = 0,154
3. P(AUB)N(ANC)) = P(ANANC)U(BNANCQO))
P(BNANC)
P(B)- P(4) - P(C)
0,2-0,9-0,3 = 0,054



