
Pravděpodobnost a statistika

5. cvičeńı

(vytvořeno 27. ř́ıjna 2020)

1 Charakteristiky náhodné veličiny

Úloha 1. Na zaj́ıce, nezávisle na sobě, stř́ıĺı starosta, myslivec a pytlák. Starosta
se tref́ı s pravděpodobnost́ı 20%, myslivec se tref́ı s pravděpodobnost́ı 80% a
pytlák se tref́ı s pravděpodobnost́ı 90%. Náhodná veličina X je počet zásah̊u do
zaj́ıce. Určete:

1. distribučńı funkci,

2. kvantilovou funkci,

3. medián,

4. dolńı kvartil,

5. horńı kvartil,

6. středńı hodnotu,

7. rozptyl,

8. směrodatnou odchylku.

Úloha 2. Královna rod́ı děti, dokud se nenarod́ı syn. Je ale svolná mı́t ma-
ximálně tři děti. Náhodná veličina X udává výsledný počet dět́ı v královské
rodině. Určete:

1. distribučńı funkci,

2. kvantilovou funkci,

3. medián,

4. dolńı kvartil,

5. horńı kvartil,

6. středńı hodnotu,

7. rozptyl,

8. směrodatnou odchylku.

Úloha 3. Rozděleńı spojité náhodné veličiny X je popsáno hustotou pravdě-
podobnosti fX , která má následuj́ıćı graf:
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1. Určete hodnotu konstanty A ∈ R.

2. Popǐste distribučńı funkci.

3. Popǐste kvantilovou funkci.

4. Určete medián, dolńı a horńı kvartil.

5. Určete středńı hodnotu, rozptyl a směrodatnou odchylku.

Úloha 4. Rozděleńı spojité náhodné veličiny X je popsáno hustotou pravdě-
podobnosti fX , která má následuj́ıćı graf:
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1. Určete hodnotu konstanty A ∈ R.

2. Popǐste distribučńı funkci.

3. Popǐste kvantilovou funkci.

4. Určete medián, dolńı a horńı kvartil.

5. Určete středńı hodnotu, rozptyl a směrodatnou odchylku.

Úloha 5 (Petrohradský paradox, Daniel Bernoulli, 1738). Hra spoč́ıvá v házeńı
minćı tak dlouho, dokud nepadne ĺıc.

• Pokud padne ĺıc v prvńım hodu, vyhrajeme 2 korunu.

• Pokud padne ĺıc v druhém hodu, vyhrajeme 4 koruny.

• Pokud padne ĺıc ve třet́ım hodu, vyhrajeme 8 korun.

• Pokud padne ĺıc ve k-tém hodu, vyhrajeme 2k korun.

Jaká je středńı hodnota výhry? Kolik se vyplat́ı vsadit?
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2 Základńı typy diskrétńıch rozděleńı

Diracovo rozděleńı

• a ∈ R

• P [X = a] = 1

• FX . . . jednotkový skok v bodě a

• EX = a

• DX = 0

Alternativńı rozděleńı

• a, b ∈ R

• P [X = a] = q, P [X = b] = 1− q

• EX = q · a+ (1− q) · b

• DX = E(X2)− (EX)2 = q · a2 + (1− q) · b2 −
(
q · a+ (1− q) · b

)2
= q · (1− q) · (a− b)2

Rovnoměrné rozděleńı

• X ∈ {1, 2, . . . ,m}

• P [X = 1] = P [X = 2] = · · · = P [X = m] = 1
m

• EX = m+1
2

• DX = m2−1
12

Úloha 6 (Rovnoměrné rozděleńı). Hod́ıme šestistěnnou kostkou, náhodná ve-
ličina X udává počet teček na horńı straně kostky.

Binomické rozděleńı, Bi(m, q)

• Provedeme sérii m ∈ N nezávislých pokus̊u se stejným alternativńım roz-
děleńım s pravděpodobnost́ı úspěchu q ∈ 〈0, 1〉.

• Náhodná veličina X odpov́ıdá počtu úspěch̊u.

• P [X = x] =
(
m
x

)
qx(1− q)m−x

• EX = mq

• DX = mq(1− q)
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Úloha 7 (Binomické rozděleńı). Hod́ıme čtyřmi čtyřstěnnými kostkami. Ná-
hodná veličina X je počet jedniček, které padly. Určete jej́ı rozděleńı pravděpo-
dobnosti.

Úloha 8 (Binomické rozděleńı). Pošleme zprávu, která obsahuje 2000 znak̊u.
U každého znaku je q = 10−3 šance, že bude přenesný chybně. Náhodná veličina
X udává počet chyb ve zprávě. Určete jej́ı rozděleńı pravděpodobnosti.

Úloha 9 (Binomické rozděleńı). Hod́ıme čtyřmi mincemi. Náhodná veličina X
udává počet ĺıc̊u. Určete jej́ı rozděleńı pravděpodobnosti.

Úloha 10 (Binomické rozděleńı). Na statku maj́ı 200 slepic, každá snese během
týdne 5 vajec. Při sběru vajec je u každého pravděpodobnost 1, 5%, že se roz-
bije. Jaké je pravděpodobnostńı rozděleńı počtu rozbitých vajec během jednoho
týdne?

Poissonovo rozděleńı, Po(λ)

• Aproximace binomického rozděleńı pro velké m a malé q.

• Namı́sto počtu pokus̊u a pravděpodobnosti úspěchu u každého z nich po-
třebujeme zde mı́t zadánu, jako parametr, středńı hodnotu λ ∈ R.

• P [X = x] = λx

x! e−λ

• EX = λ

• DX = λ

Úloha 11 (Poissonovo rozděleńı). Na statku maj́ı mnoho slepic, které během
týdne snesou mnoho vajec. Počet rozbitých vajec se ř́ıd́ı Poissonovým rozděleńım
a během jednoho týdne se jich rozbije pr̊uměrně 15. Vypoč́ıtejte pravděpodob-
nosti pro stejné jevy jako v Úloze 10.

Úloha 12 (Poissonovo rozděleńı). Do restaurace přijde během jedné hodiny
pr̊uměrně 30 host̊u. Jaká je pravděpodobnost, že během pěti minut nikdo nepři-
jde? Jaká je pravděpodobnost, že během pěti minut přijdou právě dva hosté?

Geometrické rozděleńı

• Provád́ıme nezávislé pokusy se stejným alternativńım rozděleńım s prav-
děpodobnost́ı neúspěchu q ∈ 〈0, 1〉 až do prvńıho úspěchu.

• Náhodná veličina X odpov́ıdá počtu neúspěch̊u do prvńıho úspěchu.

• P [X = x] = qx(1− q)

• EX = q
1−q

• DX = q
(1−q)2
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Úloha 13 (Geometrické rozděleńı). Zdislav poč́ıtá ovečky, které po jedné pře-
cháźı přes lávku. Při každé ovečce je 20% šance, že Zdislav usne. Jaká je prav-
děpodobnost, že Zdislav usne při prvńı ovečce? Jaká je pravděpodobnost, že
Zdislav usne při páté ovečce? Jaká je pravděpodobnost, že Zdislav nikdy neu-
sne? Kolik oveček je potřeba, abychom se mohli na 99% spolehnout, že Zdislav
bude spát?

Hypergeometrické rozděleńı

• Mezi M výrobky je K vadných.

• Vybereme m výrobk̊u.

• Jaká je pravděpodobnost, že mezi nimi bude x vadných?

• P [X = x] =
(K
x)(M−K

m−x )
(M
m)

• EX = mK
M

• DX = mK(M−K)(M−m)
M2(M−1)

Řešeńı

Řešeńı 1:
x 0 1 2 3

P [X = x] 0, 016 0, 212 0, 628 0, 144

1.

FX(x) =



0 pokud x ∈ (−∞, 0)

0, 016 pokud x ∈ 〈0, 1)

0, 228 pokud x ∈ 〈1, 2)

0, 856 pokud x ∈ 〈2, 3)

1 pokud x ∈ 〈3,∞)

2.

qX(x) =



0 pokud x ∈ 〈0; 0, 016)

0, 5 pokud x = 0, 016

1 pokud x ∈ (0, 016; 0, 228)

1, 5 pokud x = 0, 228

2 pokud x ∈ (0, 228; 0, 856)

2, 5 pokud x = 0, 856

3 pokud x ∈ (0, 856; 1〉

3. qX(0, 5) = 2
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4. qX(0, 25) = 2

5. qX(0, 75) = 2

6. EX = 0 · 0, 016 + 1 · 0, 212 + 2 · 0, 628 + 3 · 0, 144 = 1, 9

7.

DX = E(X2)− (EX)2 =
(∑

x2 P [X = x]
)
− (EX)

2

=
(
02 · 0, 016 + 12 · 0, 212 + 22 · 0, 628 + 32 · 0, 144

)
− (1, 9)

2

= 4, 02− 3.61 = 0, 41

8. σX =
√

0, 41
.
= 0, 64031

Řešeńı 2:

x 1 2 3

P [X = x] 1
2

1
4

1
4

1.

FX(x) =


0 pokud x ∈ (−∞, 1)
1
2 pokud x ∈ 〈1, 2)
3
4 pokud x ∈ 〈2, 3)

1 pokud x ∈ 〈3,∞)

2.

qX(x) =



1 pokud x ∈
〈
0, 12
)

1, 5 pokud x = 1
2

2 pokud x ∈
(
1
2 ,

3
4

)
2, 5 pokud x = 3

4

3 pokud x ∈
(
3
4 , 1
〉

3. qX(0, 5) je jakékoliv č́ıslo mezi 1 a 2, např́ıklad 1, 5

4. qX(0, 25) = 1

5. qX(0, 75) je jakékoliv č́ıslo mezi 2 a 3, např́ıklad 2, 5

6. EX = 1 · 12 + 2 · 14 + 3 · 14 = 1, 75

7.

DX = E(X2)− (EX)2 =
(∑

x2 P [X = x]
)
− (EX)

2

=

(
12 · 1

2
+ 22 · 1

4
+ 32 · 1

4

)
− (1, 75)

2
=

11

16
= 0, 6875
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8. σX =
√

11
16

.
= 0, 82916

Řešeńı 3:

1. A = 2
3

fX(x) =


0 pokud x ∈ (−∞,−1)
2
3x+ 2

3 pokud x ∈ 〈−1, 0)

− 1
3x+ 2

3 pokud x ∈ 〈0, 2)

0 pokud x ∈ 〈2,∞)

2.

FX(x) =


0 pokud x ∈ (−∞,−1)
1
3 (x+ 1)2 pokud x ∈ 〈−1, 0)

− 1
6 (x− 2)2 + 1 pokud x ∈ 〈0, 2)

1 pokud x ∈ 〈2,∞)

3.

qX(x) =

{√
3x− 1 pokud x ∈

〈
0, 13
)

2−
√

6− 6x pokud x ∈
〈
1
3 , 1
〉

4. qX(0, 5) = 2−
√

3, qX(0, 25) =
√

0, 75− 1, qX(0, 75) = 2−
√

1, 5

5. EX = 1
3 , DX = 7

18 , σX =
√

7
18

Řešeńı 4:

1. A = 1
2

fX(x) =


0 pokud x ∈ (−∞, 0)
x
8 pokud x ∈ 〈0, 4〉
0 pokud x ∈ (4,∞)

2.

FX(x) =


0 pokud x ∈ (−∞, 0)
x2

16 pokud x ∈ 〈0, 4)

1 pokud x ∈ 〈4,∞)

3. qX(x) = 4
√
x

4. qX(0, 5) = 4
√

0, 5, qX(0, 25) = 4
√

0, 25, qX(0, 75) = 4
√

0, 75

5. EX = 8
3 ,

DX = E(X2)− (EX)2 =

∫ 4

0

x2 fX(x)dx−
(

8

3

)2

= 8− 64

9
=

8

9
,

σX =
√

8
9
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Řešeńı 5:

• Ak . . . padne (k − 1)-krát rub a potom ĺıc

• Ω . . . množina posloupnost́ı rub̊u zakončených jedńım ĺıcem

• |Ω| =∞

P (Ak) =
1

2k
∞∑
k=1

1

2k
= 1

• náhodná veličina X je velikost výhry

P [X = 2] =
1

2

P [X = 4] =
1

4

P [X = 8] =
1

8

P
[
X = 2k

]
=

1

2k

EX =

∞∑
k=1

2k · 1

2k
= ∞

Řešeńı 7:

• P [X = x] =
(
4
x

)
·
(
1
4

)x · ( 34)4−x =
(
4
x

)
· 3

4−x

44

• EX = 0 · 81
256 + 1 · 108256 + 2 · 54

256 + 3 · 12
256 + 4 · 1

256 = 1

• EX = mq = 4 · 14 = 1

• DX = mq(1− q) = 4 · 14 ·
3
4 = 3

4

x 0 1 2 3 4

P [X = x] 81
256

108
256

54
256

12
256

1
256

Řešeńı 8:

• P [X = x] =
(
2000
x

)
·
(
10−3

)x · (1− 10−3
)2000−x

• EX = mq = 2000 · 10−3 = 2

• DX = mq(1− q) = 2000 · 10−3 · (1− 10−3) = 2 · (1− 10−3)

Řešeńı 9:
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• P [X = x] =
(
4
x

)
·
(
1
2

)x · ( 12)4−x =
(
4
x

)
· 1
16

• EX = mq = 4 · 12 = 2

• DX = mq(1− q) = 4 · 12 ·
1
2 = 1

x 0 1 2 3 4

P [X = x] 1
16

4
16

6
16

4
16

1
16

Řešeńı 10:

• P [X = x] =
(
1000
x

)
· 0, 015x · 0, 9851000−x

• EX = 1000 · 0, 015 = 15

• DX = 15 · 0, 985
.
= 14, 775

• P [X = 0] =
(
1000
0

)
· 0, 0150 · 0, 9851000

.
= 2, 73 · 10−7

• P [X = 1] =
(
1000
1

)
· 0, 0151 · 0, 985999

.
= 4, 15 · 10−6

• P [X = 10] =
(
1000
10

)
· 0, 01510 · 0, 985990

.
= 0, 0482

• P [X = 15] =
(
1000
15

)
· 0, 01515 · 0, 985985

.
= 0, 1032

Řešeńı 11:

• P [X = x] = 15x

x! e−15

• P [X = 0] = 150

0! e−15
.
= 2, 059 · 10−7

• P [X = 1] = 151

1! e−15
.
= 4, 5885 · 10−6

• P [X = 10] = 1510
10! e−15

.
= 0, 0486

• P [X = 15] = 1515
15! e−15

.
= 0, 1024

Řešeńı 12:

• λ = 30 · 5
60 = 5

2 = 2, 5

• P [X = 0] = 2,50

0! e−2,5
.
= 0, 082

• P [X = 2] = 2,52

2! e−2,5
.
= 0, 2565

Řešeńı 13:

• P [X = x] = 0, 8x · 0, 2

• P [X = 0] = 0, 80 · 0, 2 = 0, 2

• P [X = 4] = 0, 84 · 0, 2 = 0, 84 · 0, 2
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• EX = 0,8
1−0,8 = 4

• FX(x) = P [X ≤ x] =
∑x
k=0 0, 8x · 0, 2 = 0, 2 · 1−0,8

x+1

1−0,8 = 1− 0, 8x+1

P [X ≤ x] ≥ 0, 99

FX(x) ≥ 0, 99

1− 0, 8x+1 ≥ 0, 99

0, 8x+1 ≥ 0, 01

(x+ 1) log 0, 8 ≥ log 0, 01

x+ 1 ≥ −2

log 0, 8
x+ 1 ≥ 20, 64
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