Pravdépodobnost a statistika

6. cviceni

(vytvoreno 28. listopadu 2020)
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Uloha 1 (normované normélni rozdélenf). Chyba pii méren{ fyzikdln{ veli¢iny ma normované normdln{ rozdélen{
s parametry u =0 a 02 = 1.

1. Jaké je pravdépodobnost, ze chyba bude mensi nez 0.57

2. Jaka je pravdépodobnost, ze chyba bude mensi nez —0.57

3. Jaka je pravdépodobnost, ze chyba bude v rozmezi od —0.5 do 0.57

4. V jakém intervalu se chyba bude pohybovat s 95% pravdépodobnost{?

Uloha 2. Zivotnost paru bot modelujeme normalnim rozdélenim s parametry p = 12mésict, 02 = 4 mésice?.
Jakd je pravdépodobnost, Ze se boty rozbiji béhem 15 mésicu?

Uloha 3. Néhodn4 veli¢ina X mé normalni rozdélen{ s parametry g = 15 a 02 = 16. Uréete:
1. P[10 < X <17],
2. interval 90% spolehlivosti.

Uloha 4. Nihodn4 veli¢ina X popisujici pocet bodu ziskany z piijimaciho testu ma normélni rozdéleni s para-
metry g = 500 a 02 = 100%. Vime, ze na zakladé bodii z tohoto testu bylo piijato 70% uchazect. Kolik bodi
stacilo k prijeti?

2 Operace s ndhodnymi velicinami
Uloha 5. U nadhodnych velicin X a Y zname stiedni hodnoty a rozptyly:
EX =4, EY =7 DX=5 DY =2
Co lze Fict (a za jakych podminek) o stfedni hodnoté a rozptylu ndhodnych velic¢in:

1. U=5-3X,
2. V=2X-Y +3,



3. W=2XY7?

Uloha 6. Rozdélen{ spojité ndhodné veliciny X je popsano hustotou pravdépodobnosti fx, kterda ma nasledujici
graf:

fx

1. Urcete hodnotu konstanty a € R a rozdéleni ndhodné veli¢iny X.
2. Urcete rozdéleni nahodné veli¢iny Y = X + 3.

3. Urcete rozdéleni nahodné veliciny Z = 2 - X.

4. Urcete rozdéleni ndhodné veliciny U = —X.

5. Uréete rozdéleni ndhodné veliciny W = X?2.

Uloha 7. Rozdélent spojité ndhodné veliciny X je popsdno hustotou pravdépodobnosti fy, kterd méa nasledujici
graf:
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1. Urcete hodnotu konstanty a € R a rozdéleni ndhodné veliciny X.
2. Urcete rozdéleni ndhodné veliciny ¥ = X + 2.

Urcete rozdéleni ndhodné veliciny Z = 3 - X.

Urcete rozdéleni ndhodné veliciny U = —X.

Urcete rozdéleni ndhodné veliciny V' = | X|.

A

Uréete rozdéleni ndhodné veliciny W = X?2.

Uloha 8. Rozdéleni diskrétni ndhodné veliciny X je popsano pravdépodobnostni funkei:
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1. Urcete distribuéni funkci ndhodné veli¢iny X.
2. Urcete rozdéleni ndhodné veliciny ¥ = X — 1.
Urcete rozdéleni ndhodné veliciny Z = 3 - X.
Urcete rozdéleni ndhodné veliciny U = —X.

Urcete rozdéleni ndhodné veliciny V' = | X|.
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Uréete rozdéleni ndhodné veliciny W = X?2.



Reseni
Reseni 1:
1. P[X <0.5] = ®(0.5) = 0.6915
2. P[X <-0.5]=®(-0,5)=1—P[X <0.5] =1—0.6915 = 0.3085
3. P[-0.5 < X <0.5]=P[X <0.5] — P[X <—-0.5] = ®(0.5) — ®(—0.5) = 0.6915 — 0.3085 = 0.383
4. Na tuto otdzku lze odpovédét vice zpusoby:

(a) hornf jednostranny interval: (—oo, ®7*(0.95)) = (—o0,1.645)
(b) dolni jednostranny interval: (®~1(0.05),00) = (=®71(0.95), 00) = (—1.645, 0)
(c) (symetricky) oboustranny interval: (®~1(0.025), ®71(0.975)) = (—®~1(0.975), ®~1(0.975)) = (—1.96, 1.96)

Reseni 2:
X-12 15—12 X -
PIX<15 = P <5 - P o3l 2 a,s) = 0,932
2 2 o 2
Reseni 3:
Pl0<X <17 = P[X<17-P[X < 10|

B P[X15<1715} {X15<1015}
B V16— /16 V16 V16

= P [normX < i] - P [normX < —ﬂ
= 9(0.5) — zﬁlﬁir11'125_ O(z) = ¢(0.5) — P(—1.25) = D(0.5) — (1 — (1.25))

= ®(05)+®(1.25) -1 = 0.6915+0.8944 —1 = 0.5859

PX<z] = 09
X—-15 =x-15
< = 09
[ V16 \/16]
r — 15
) = 09
(")
xr— 15
= o409
1 (0.9)
r = 49710.9)+15
r = 4-1.282+415 = 20.128

horn{ jednostranny interval: (—oo, 20.128)

P X<z] = 01
X—-15 _xz-15
< = 0.1
{ V16 \/E}
z—15
d 1
() - ¢
x—15
= &7'(0.1
1 (0.1)
T 40710.1) + 15
T —4%71(0.9) 4+ 15
T —4-1.282+15 = 9.872

dolni{ jednostranny interval: (9.872, c0)



Reseni 4:

Reseni 5:

1.

Reseni 6:

d

EU
DU

EV
DV

bDv
cov (X,Y)

P[X<z] = 005

X-15 x-15
— 0.05

i
0.05

= 4971(0.05) + 15
—4®710.95) + 15

= —4-1645+4+15 =
PIX<z] = 09
-1 _
[X ) < z—15 _ 095
V16 16
0.95

= 4971(0.95) + 15
4-1.645+15 = 21

oboustranny interval: (8.42,21.58)

P[X > z] 0.7
PX <z 0.3
Xf500§xf500 _ 03
100 100
x — 500
i) 0.3
( 100

= 100®7%(0.3) + 500
—100®71(0.7) + 500
= —100-0.524 + 500 =

8 08 8 N~—m —
Il \

K piijeti stacilo 448 bodu.

- E(-3X) =
= D(5-3X)

E5—-3EX = 5-3:4 =

— E@X-Y+3) = 2EX -EY +E3 = 2

= D(2X -Y +3) 22.DX + (-1)’DY =
(pouze, pokud jsou X a Y nezavislé)

= 4-5+1-242cov(X,Y)

— E(X-Y)-EX-EY = E((X—EX)-(Y

EW = E(2XY) = 2.EX-EY = 2.4.7

(pouze, pokud jsou X a Y nezavislé)

8.42

.58

447.6

-7

= D(-3X) = (-3)>-DX = 9:5 = 45

—EY))

= 56



2
0  pokud z € (—o0,0)
fx(xz) = {2 pokud z € (0,1)
0 pokud z € (1,00)
0 pokud z € (—o0,0)
Fx(z) = <% pokud z € (0,1)
1  pokud z € (1,00)
gx(z) = Vo
2. Fy(z)=P[Y <z2]=P[X+3<z]=P[X <z—-3]=Fx(z—3)
0 pokud z € (—o0,3)
Fy(z) = <((x—3)* pokud z € (3,4)
1 pokud z € (4,00)
0 pokud z € (—o0,3)
fy() = {22-6 pokud z € (3,4)
pokud z € (4,00)
v () = \f
3. Fz(x) =P[Z<a2]=P]2- X <z2]=P[X <2%2] =Fx (%)

0 pokud z € (—00,0)
% pokud z € (0,2)
pokud z € (2,00)

—_

5]
0 pokud z € (—0o0,0)
% pokud z € (0,2)
0 pokud z € (2,00)
2V
4. Fy(x)=PlU<z]|=P[-X<z]|=P[X>-2]=1-P[X < —z]=1-lim,,_, Fx(u)
=1— Fx(—x) (posledni krok tipravy je mozny diky spojitosti funkce F'x)

QZJJ =

0 pokud z € (—o0, —1)
Fy(z) = 1—2% pokud z € (—1,0)
1 pokud z € (0, c0)
0 pokud z € (—o0, —1)
fulz) = —2z pokud z € (—1,0)
0 pokud z € (0, c0)
w@) = Vo
5. Fw(z) = P[W <z]=P[X?<z| =P[X > z] = Fx (V)
pokud z € (—00,0)
Fw(z) = <z pokud z € (0,1)
1 pokud z € (1,00)
0 pokud z € (—00,0)
fw(x) = <1 pokud z€(0,1)
0 pokud z € (1,00)
W) = Vi© = a



ResSeni 7:

1. Urcete hodnotu konstanty a € R a rozdéleni ndhodné veli¢iny X.

2
a = 2
3
0 pokud z € (— 1)
20+ 2 pokud z € (—1,0)
fx(x) = 1 2
—3z+ 3 pokud z € (0,2)
0 pokud z € (2,00)
0 pokud z € (—o0
7 x4+ 1) pokud z € (—1, )
x(z) = 1 2
—5(®—=2)*+1 pokud = € (0,2)
1 pokud z € (2, 00)
ox(z) = V3z —1 pokud z € < )
X —+6 -6z pokud z € 11
p
EX = 1
3
DX — -
18
fx
1+ ax
-1 0 2 Z
Fx
1A_. J—
y’ 0
/ 1
-1 0 2 T
2. Urcete rozdéleni nahodné veliciny ¥ = X + 2
0 pokud z € (—
Fy(z) = FHx — 1) pokud z € (1,2)
Y —+(@—4)*4+1 pokud z € (2,4)
1 pokud z € (4, 0)
0 pokud z € (—o0,1)
fr(z) = 2(x—1)  pokud z € (1,2)
Y —2(z—4) pokud z € (2,4)
0 pokud z € (4, 0)
oy (z) = V3r+1 pokud x € < %)
Y 4— 46 —6x pokud x € <% 1>
BY — &
3
DY - -
18



qy

fr |
1Ak
0 1 4 .
Fy
1 / 1
7%
0 1 4 x 0 1
3. Urcete rozdéleni ndhodné veli¢iny Z =3 - X
0 pokud = € (— 3)
2
Pye) = {3lEEl) o pokudz € (3,0
—¢(32—-2)"+1 pokud z € (0,6)
1 pokud z € (6,00)
0 pokud z € (—o0, —3)
fola) = 2(3z+1) pokud z € (-3 )
—5 (32 —2) pokud z € (0, )
0 pokud z € (6,00)
@) - 3v3x—3 pokud z € (0, %)
1z 6—3v6—6x pokud z € (3,1)
EZ =1
7
DZ = -
2
qaz
6
fz
1<,
— T
3 s 6
1A/
/
-3 0 6 z 0
)




4. Urcete rozdéleni ndhodné veliciny U = —X.

0 pokud z € (—o0,
Lz +2)? pokud z € (-2,
R = (B (o)
—3(1—=2)? pokud = € (0,1)
1 pokud z € (1, 00)
0 pokud z € (—o0, —2)
Lz +2) pokud z € ,
fulw) = ggl—x; kud 0 )
3 pokud z € (0,1)
1 pokud z € (1, 00)
() = Voér —2 pokud z € <0,§>
v B 1—-+3—3z pokud z € <%71)
EU = -+
3
7
DU = —
18
fu
1+ qu
/\ 1
-2 0 1 z
Fu 0
1*/_
/ _9
-2 0 1 T




5. Urcete rozdéleni ndhodné veliciny V = | X|.

0 pokud z € (—o0,—1)
fz(x) = {2z+2 pokud z € (—1,0)
0 pokud z € (0, 00)
0 pokud z € (—o0, —1)
Fz(z) = <a2?+2x+1 pokud z € (-1,0)
1 pokud z € (0, 00)
0 pokud z € (—00,0)
fr(x) = —%+1 pokud z € (0,2)
0 pokud z € (2,00)
0 pokud z € (—0o0,0)
Fg(z) = —%Q—HU pokud z € (0,2)
0 pokud z € (2, 00)
Vv = |X| = MiX(%’%)(—Z,K)
0 pokud z € (—00,0)
F z(x) = 1-=Fz(—2z) = < —2?+2x pokud x € (0,1)
1 pokud z € (1,00)
1 2
Fy(z) = 3 F_z(x) + 3 Fg(x)
0 pokud z € (—00,0)
B —72 + 3z pokud z € (0,1)
—%2 + 22+ 1 pokud z € (1,2)
1 pokud z € (2,00)
0 pokud z € (—00,0)
—z+% pokud x € (0,1
o) = 5 P (0,1)
—%+35 pokud z € (1,2)
0 pokud z € (2,00)
e = [T ok e (08)
v 2—4/6—62 pokud xe<%,1)
fv
]‘Ak
0 1 2« q;
Fy
51 1
6
0 1 2 T 0 51




6. (Urcete rozdéleni ndhodné veliciny W = X2.)

I
i

W= X* = [Xx
Fy (x)

I
2
&
|
o

ol

= Fx (Vz) = Fv (V)

0 pokud z € (—o0,0)
+ 3V pokud z € (0, )
2V/z+ 1 pokud z € (1,4)
pokud z € (4,

o0)

S =

pokud z €

(—O0,0)
pokud z € (0,1)
(
(

fw(z) =

+ +
w
»—A%N

Q= N
w
B

pokud z €

1,4)

pokud z € (4, 00)
2
4-yv16-18w 1??_181) pokud = € <0, %>
2
—\/6—6,@) pokud x€<%,1)

5
—
8
NI
I
A~~~ o
[\

qv
fv
4

Reseni 8:
1.

pokud z € (—
pokud z € (—1,1)
pokud z € (1,2)
pokud z € (2,00)

— o= O

Fx(x) = {
1
4

EX =

7 1 27
DX = E(X?) - (EX)® = 176 = 16

2. Fy(z)=P[Y <z2]=P[X-1<z]=P[X <z+1]=Fx(z+1)

pokud x € (—

(
Fy(z) = pokud z € (—2,0)
i = pokud z € (

(

0,1)
1, 00)

pokud z €

EX =

=W = opwn= O

DX =

=
b
\_l/o

|
(S
>
(V]

I

—
o



Ply=al| 5 § i
B-X<z]=P[X<Z]=Fx(%)
0 pokud z € (— 3)
L pokud z € (3,3
Foe) = {2 P (=3,3)
3 pokud € (3,6)
1 pokud z € (6,00)
3
EX = °
4
63 9
DX = EBE(X?) - (EX)’ = —-= =
(X%) - (BX) 16
T -3 3 6
PlY=al| 5 § i
Pl-X<z]=PX>-2]=1-P[X < —z]=

Fz(z)

Fr ()

F_Z((t)

Fix|(x)

EV

DV

0 pokud z € (—o0,
B i pokud z € (=2, — )
B 1 pokud z € (—1,1)
1 pokud z € (1,00)
_ !
N 4
7 1
= E(X?) - (EX)® = - - —
( ) (BX) 4 16
T -2 -1 1
PU=al| 3 i 3
= MIX(%7%)(Z,K)

)0 pokud z € (—o0,-1)
1 pokud z € (—1,00)

0 pokud z € (—o0,1)
= <1 pokud z € (1, )
1 pokud z € (2,00)
= X[ = Mix(y 1) (=72, K)
~J0 pokud z € (—o0,1)
1 pokud z € (1, oo)
0 pokud z € (—o0,1)
= 3 pokud z € (1,2)
1 pokud z € (2,00)
5
4
7 25
2 E _ &
(OREE.

243

16

1—limy,_, Fx (u)

2 .

27
16



x 1 2
P(X|=a] |} 3
0 pokud z € (—o0,1)
= (3 pokud z € (1,4)
1 pokud z € (4,00)
W o1
4 16 16
x 1 4
PW=a]|2 1

12



