Pravdépodobnost a statistika

8. cviceni

(vytvoreno 15. listopadu 2020)

1 Centralni limitni véta a CebySevova nerovnost

Centralni limitni véta (CLV):
e {X,}ien ... posloupnost i.i.d. ndhodnych veli¢in
(ii.d. = independent and identically distributed = nezdvislé se stejnym rozdélenim)
e Necht' Vi € N: EX; = p, DX; = 0.

e Potom:

CebysSevova nerovnost:

e Pro kazdou ndhodnou veli¢inu X (s jakymkoliv rozdélenim) plati:

Vo > 0: P[|normX|<6] > 17%
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Uloha 1 (Pravidlo 30). Ve vzdalenosti 3 - ox od EX se nachdz{ méné nez 3 promile pozorovani. Ovéite toto

tvrzeni pro:
1. normalni rozdéleni,
2. libovolné rozdéleni pomoci Cebysevovy nerovnosti.
Uloha 2.
1. Hodime 100krét minci. Jaka je pravdépodobnost, ze celkovy poéet licti bude mezi 49% a 51% hodu?
2. Jaka bude tato pravdépodobnost, pokud hodime 10 000krat?

3. Kolikrdt musime minci hodit, aby tato pravdépodobnost byla alespon 99%?



Uloha 3. Seéteme 300 &isel zaokrouhlenych na jedno desetinné misto. Jaka je pravdépodobnost, Zze chyba
vysledku bude mensi nez 17

Uloha 4. Kolik respondentit je potfeba oslovit, abychom volebni vysledek dané strany odhadli s presnosti 1%
a spolehlivosti 90%?

Reseni
Reseni 1:
1. Pokud m4 X normalni rozdéleni N (u,o?):

X—p
g
= P(3)-d(-3) = 20(3)—1 = 2-0.99865 -1 = 0.9973

P|X—pl<30] = P[-3c6<X—-—pu<30] = P|-3<

<3

2. Pokud rozdéleni X nezname:

PIX-EX|<30] > 1--2 -5 = 5 = 08
_ o - = -9 o
= (30)2 9 9
Reseni 2:
1. X ... pocet licti ... Binomické rozdélen{ s parametry m = 100, ¢ = 3
100\ (1) (1) 100\ _1
= = (D)) (5) 0 - (V)
EX = mg = 50
DX = mg(l1-q) = 25
L7100\ 1 100\ _ (100} (100 1
<X L5l = 9100 2100
P49 < X < 51] x=249<x)2100 <(49)+(50)+(51)> 2100

__ 98913082887808032681188722800+4100891344545564193334812497256+4+-98913082887808032681188722800 _-_
- 1267650600228229401496703205376 = 0.23564656559733319

e Pomoci CLV:

P49< X <51] =

P[49—50<X—EX<51—50
V25— VDX T V25
= $(02)—®(-02) = 26(02)—1 = 2-05793—1 = 0.1586
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= P|—= <normX < -
| -7l 3

e Pomoci Cebysevovy nerovnosti:

25

PlIX-50<1] > 1—— = 1—-25 = —24 ... zaddna uzitetnd informace
12
2. X ... pocet licu ... Binomické rozdéleni s parametry m = 10000, ¢ = %
{10000\ (1N /1) r10000) 1
P X=2z2] = - 3 B = r ) 210000
EX = mqg = 5000
DX = mg(l—¢q) = 2500
5100
10000 1
P[4900 < X <5100 = ———— = (0.9555742009539193
2 910000
@=4900



e Pomoci CLV:
4900 -5000 X —-EX _ 5100- 5000

< <
V2500 — /DX T /2500

= P ﬂgnorngg
50 50

= B2)—B(—2) = 20(2)—1 = 2.09772—1 = 0.9544

P[4900 < X <5100] = P{

e Pomoci Cebysevovy nerovnosti:

2500 1 3
_ > 1 =1-- = Z = 0.
P[IX —5000] <100] > 1 1002 1 1 1 0.75
3. X ... pocet licti ... Binomické rozdéleni s parametry m € N, ¢ = %
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P = frd — — — -
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051m o\
P049m < X <051m] = Y ( ) > 0.99 ... hleddme m, tézké
x=0.49m z)2m

e Pomoci CLV:
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Minci musime hodit alesponi 16 590krat.

e Pomoci Cebysevovy nerovnosti:
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Minci musime hodit alesponi 250 000krat.



ResSeni 3:

300

>ox,
=1

<1]:7

e X, chyba pii zaokrouhleni i-tého ¢isla

— rovnomérné rozdéleni na (—0.05,0.05)

— EX; =0
0.05 _ 10 0.05 1
- DX; = B(X7?) = [J) 52 - 10de = 2 [23] " " = 555
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e Pomoci CLV:
300 300
1 X; 1
—1SZXZ‘S1] = P —7SZ—S7
. 1 1
Pop(Emx) W

r 300
= P —2<normZX <21
= ®(2) —d(-2) -1 = 2.-09772—-1 = 0.9544

e Pomoci Cebysevovy nerovnosti:
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3x] <] = [ DEEX)
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Reseni 4:
e ¢ =0.01 ... pfesnost
e a=0.9... spolehlivost
e n ... pocet respondentii
e ¢ ... (nezndméd) pravdépodobnost
e S, ... pocet respondentu preferujicich danou stranu ... Binomické rozdéleni
e ES, =ng
e ES, =ng(l—q)
o X = % ... vybérovy prumér (bodovy odhad parametru p)
e jaké musi byt n, aby:
Pl X -p|<e] =2 a
PHS”—p’ <s] >«
n
P[|S, —np| <ne] > «



e Pomoci CebySevovy nerovnosti:
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q(1-q)
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"E 20 _a)
pro € = 0.01,a = 0.9: n > al—q) 100000 - ¢(1 — q)
— 0.0001-0.1 —

e Vysledek zdvisi na nezndmém parametru ¢ € (0,1). Pro kterou jeho hodnotu to bude vychédzet nejméné
piiznive, tj., kde bude mit funkce g — 100000 - ¢(1 — ¢) maximum?
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e Maximum je v bodé ¢ = % a vysledkem je n > 25000.
e Pomoci CLV:
P|:—€SSH_QS€] e
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pl_ ne < S, —ng < ne N
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1 Ji 2
pro 5:0.01,a:0.9,q:1: n > ﬁ-@fl (0.95)
1.645°
n > ﬁ = 6765.1
0.02



