Pravdépodobnost a statistika

10. cviceni

(vytvofeno 1. prosince 2020)

1 Odhady parametri rozdéleni
Uloha 1. Néhodn4 veli¢ina X muze nabyvat hodnot 0, 1 a 2. Jeji parametrické pravdépodobnostni rozdéleni a

naméfené ¢etnosti hodnot uddva nésledujici tabulka.

hodnota
teoretickd pravdépodobnost | a | b |a+b
13 (16| 21

nameéiend ¢etnost

Odhadnéte parametry a,b € R pomoci:

1. metody momentu,

2. metody maximalni vérohodnosti.
Uloha 2. Nghodn4 veli¢ina X m4 geometrické rozdéleni. Nasledujici tabulka udava naméfené cetnosti hodnot.
hodnota 0(1]2|3
naméfend ¢etnost | 29 | 16 | 4 | 1

Odhadnéte parametry tohoto geometrického rozdéleni pomoci:

1. metody momentu,

2. metody maximalni vérohodnosti.
Uloha 3. V osudi méme spravné kostky, na kterych padaji vSechna ¢isla se stejnou pravdépodobnosti, a také
falesné, na kterych pada Sestka s pravdépodobnosti 0.5 a ostatni hodnoty s pravdépodobnosti 0.1. Stokrat jsme
nahodné vytahli kostkou, hodili ji a vratili zpét. Nasledujici tabulka udava naméfené ¢etnosti hodnot.
1123|4516

hodnota
naméfend cetnost | 11 | 10 | 14 | 10 | 18 | 37

Odhadnéte, jaké je zastoupeni falesnych kostek, pomoci:

1. metody momentu,

2. metody maximalni vérohodnosti.
Uloha 4. Nghodné veliciny X a Y maji nasledujici pravdépodobnostni rozdéleni.

z 11273
P[X=2]| 050203
PlY=2]|02|04]04

Néhodnd velicina Z je ddna smési Z = Mix(,, 1) (X, Y). Urcete parametr smési w € (0.1) podle nasledujici

hodnota 11213
namérend cetnost | 24 | 42 | 34

tabulky, ktera udava namérené cetnosti hodnot ndhodné velic¢iny Z.

Uloha 5 (pievzato od M. Korbelafe). Nahodnd veli¢ina X ma rovnomérné rozdéleni na intervalu (—h, h), kde

h € (0,00). Provedli jsme osm pokusu, pii kterych jsme naméfili hodnoty:
[-4]-3]-2[-15]05][1]25]3]

Odhadnéte parametr h tohoto rozdéleni pomoci:



1. metody momentu,
2. metody maximalni vérohodnosti.
Reseni 5:
e Vzhledem k naméfenym hodnotam musi byt hodnota h vétsi nebo rovna 4.

1. Metoda momentu: Protoze je hustota rozdéleni suda (symetrickd kolem osy y), nelze prvni moment (stfedni
hodnotu) pouzit. U tohoto rozdéleni neni vyznamné, kde je jeho stied, ale jak moc je kolem stiedu ,roz-
ptylené”. Pro odhad tedy pouzijeme druhy moment:

1 — 9 47.75

my = g;xi = —5 = 596875

0o h 2

1 1 h h
2\ _ 2 _ 2 _ 3 _
hj _ 47.75
3 8
-47.
h = M = V17.90625 = 4.2316

8

2. Metoda maximalni vérohodnosti:
Ap) = [[5p+D@+2)-zi(1— i)
=1
(p+1)°(p+2)®-0.20-0.807 - 0.20 - 0.807 - 0.25 - 0.75" - 0.50 - 0.50” - 0.85 - 0.15”
= (p+1)°(p+2)°-0.00425 - 0.036"

Ap) = 5n(p+1)+5In(p+2)+1n(0.00425) + p In(0.036)
5 5 5 5
N = —— 4+ —— +In(0.036) = —— + —— —3.3242
() p+1 p+2 n( ) p+1 p+2
L+L—3.3242 =0
p+1 p+2
5p+10+5p+5—33242(p° +3p+2) = 0
—3.3242p% 4+ 0.027291p + 8.3515 = 0

Resen{ kvadratické rovnice: p € {—1.5809,1.5891}; z toho vyhovuje pouze p = 1.5891.

Uloha 6. Néhodna veli¢ina X mé exponencidlni rozdéleni. Provedli jsme pét pokust, pri kterych jsme namérili
hodnoty:

[087]1.280.9]0.37[0.25 |

Odhadnéte parametry tohoto exponencidlniho rozdéleni pomoci:
1. metody momentu,
2. metody maximalni vérohodnosti.
Uloha 7 (pfevzato od M. Korbeldfe). Ndhodnd veli¢ina X mé pro parametr a € R hustotu:

Ix(x

) = 0 pokud z € (—o00,a),
~ le*® pokud z € (a,0).

Provedli jsme sedm pokusu, pii kterych jsme naméfili hodnoty:

[1]2]2]2[3]3]4]

Odhadnéte parametr a tohoto rozdéleni pomoci:



1. metody moment,
2. metody maximalni vérohodnosti.

Uloha 8. Nghodn4 velicina X m4 pro parametr p € (0, 00) hustotu:

_ J+1(p+2)-z(1—2)? pokud z € (0,1),
fX(:C) B 0 jinak.

Provedli jsme pét pokusu, pii kterych jsme namérili hodnoty:

[0.20 [ 0.20 [ 0.25 [ 0.50 [ 0.85 |

Odhadnéte parametr p tohoto rozdéleni pomoci:
1. metody momentu,

2. metody maximalni vérohodnosti.

ReSeni

Resenf 1: Z rovnice a+b+ (a+b) = 1 dostaneme b = 1 —a a (a+b) = 3. Staéi tedy odhadnout pouze parametr

a.
hodnota 0 1 2
teoretickd pravdépodobnost % —a %
nameéiena cetnost 13 16 21

1. Metoda momentu:
EX = § —a

2
_ 58
I = —
50
3 58
24 = =2
2 50
17
a = —
50

2. Metoda maximalni vérohodnosti:

o = () ()

l(a) = 13lna+161n <;a> +21In (;)
, 13 —16 13 — 58a
Pla) = -+ I—a ~ a(l—2a)
13 — 58a — 0
a(l — 2a)
13
“ 7 5

ResSeni 2: Geometrické rozdéleni

e PIX=2]=¢"(1—-¢q)



1. Metoda momentu:

) 27
r = —
50

a _ 27
1—q¢ 50
_

¢ = 7

2. Metoda maximalni vérohodnosti:

L(g) = (qo(l - q))29 : (ql(l — q))16 : (q2(1 - Q))4 : (q3(1 - q)>1

11—
l(q) = 27lng+50In(1—q)
27 —50 27 — 77q
U = 4 =
(@) qg 1-—gq q(1 —2q)
27T-T1q 0
q(1 —2q)
_
= 77
Reseni 3:
e S ... spravna kostka
e F ... falesné kostka
o X = MiX(lfw,w)(S, F)
T 1...5 6
P[S =z 3 3
P[F = z] = i
PX=a]|(l-wg+tw|(Q-wi+wi
— 5—2w — 142w
30 6
1. Metoda momentu:
7
E _ °
s 2
EF = 9
2
7
EX = (l-w-+4w= = w+§
_ 425
I = —
100
LT s
YT T 100
75
w o= —
100

V osudf je 75% falesnych kostek.



2. Metoda maximalni vérohodnosti:

244 — 400w
(5 —2w)(1 + 2w)

w

V osudi je 61% falesnych kostek.

5 _ g\ HFIOHIAHI0HI8 g\ o N 3T
30 6

5-20w\% /1+2w\*
30 6

631n(5 — 2w) — 631030 + 371In(1 4 2w) — 37In6

—2-63+ 2-37 244 — 400w
5—2w  1+2w  (5—2w)(1+2w)
0

244

— = 0.61

400 0.6

Reseni 4: Uréime parametrické pravdépodobnostni rozdélen{ ndhodné veliciny Z:

1

2 3

PlZ=xz]|05w+0.2(1—-w) | 02w+ 0.4(1 —w) | 0.3w+ 0.4(1 — w)
= 03w +0.2 = —-02w+0.4 = —0.3w+ 0.6

1. Metoda momentu:

300w + 8
Bw + 2)(w — 2)

1-(0.3w+0.2) + 2 (—0.2w + 0.4) + 3 - (—0.3w + 0.6)
—0.4w + 2.2

2.1
2.1
0.25

MiX(o.25;0.75) (X,Y)

(0.3w 4 0.2)%* - (=0.2w + 0.4)*? - (—0.3w + 0.6)>*
241n(0.3w + 0.2) + 421n(—0.2w + 0.4)
+341n(—0.3w + 0.6)

0.3-24 0.2-42 —0.3-34

0.3w+ 0.2 + —0.2w + 0.4 + —0.3w +0.6
300w + 8

Buw + 2)(w — 2)

0

_8
300

Metoda maximalni vérohodnosti v tomto piipadé nedava smysluplny vysledek.

Reseni 6: Exponencialni rozdéleni

e hustota pravdépodobnosti: fx(x) =

x

e  prox >0, kde 7 € (0,0)

e distribuén{ funkce: Fx(z) =1 —exp (—%) proz >0

e EX =171
e DX =72



1. Metoda momentu:

2. Metoda maximalni vérohodnosti:

Il
Y
S =
N~~~

at

o

‘|

4%

(=}

J

A1) = —5ln7T— g
5 3.67 3.67 — 57
X(T) = e + 2 = 72
T = % = 0.734

ResSeni 7:

e Protoze je hustota na (—oo, a) nulovd, musi byt parametr a mensi nebo roven nejmensi namérené hodnoté,
coz je 1.

1. Metoda momentu:

3 17

r = —

7

EX = / z- fx(x)de = / z-edx = [—x-ea_m—ea_ﬂzo = a+1

17

1 = =
a+ 7
10

a = —

7

Metoda momentt v tomto pripadé nedava smysluplny vysledek.
2. Metoda maximalni vérohodnosti:
Aa) = ¥ 1.e072. 60720072 0073 . a3 a4 1o g€ (—00,1),
a =
Reseni 8:
1. Metoda momentu:

2.00

r = e = 0.40
EX = /O:o:c.fx(x)dx — (p+1)(p+2) /01$2<1_x)pdx
= G+ DE+2) [_xQ - dida & fl};):; L 51{3??;3) :
13 = 0.40
p = 2



2. Metoda maximalni vérohodnosti:

Alp) = [[sp+1)@+2) 21— ;)"
i=1

= (p+1)°(p+2)°-0.20-0.807 - 0.20 - 0.807 - 0.25 - 0.757 - 0.50 - 0.507 - 0.85 - 0.157
= (p+1)°(p+2)°-0.00425 - 0.036”

Alp) = 5ln(p+1)+5In(p+2)+1n(0.00425) + p In(0.036)
5 5 5 5
N = — 4+ —  +1n(0.036) = —— + —— —3.3242
() p+1+p—|—2+n( ) p+1 p+2
L+L—3.3242 =0
p+1 p+2

5p + 10 4 5p + 5 — 3.3242 (p* + 3p + 2)
—3.3242 p? 4 0.027291 p + 8.3515

Reseni kvadratické rovnice: p € {—1.5809,1.5891}; z toho vyhovuje pouze p = 1.5891.



