Priuhyb prosté ulozeného nosniku

17. kvétna 2020

1 Zadani ulohy

h h

Ukolem je najit pruhyb prosté ulozeného ocelového nosniku s konstantnim obdélnikovym prutezem,
ktery je zatizeny vlastni vahou. Parametry nosniku jsou:

e [ =2m (délka),

e h=1cm=0,0lm (vyska),

e b=10cm = 0,1 m (3ifka),

e o =7850kg - m~? (hustota oceli),

e E =210 Pa (Youngiiv modul pruznosti pro ocel).

2 Popis dlohy diferencialni rovnici s okrajovymi podminkami

Osu z, ve které budeme vyndset hodnoty pruhybu, orientujeme smérem dola (hodnoty pruhybu vyjdou
kladnéi).

Prithyb pruzného nosniku je popsan funkef u: (0,1) — R, kterd je feSenim diferencidlni rovnice® s
okrajovymi podminkami:

W M@ oy ) =0, u(l)=o, M)

(1+(u’(x))2) E-J,

o

kde:
e u(x) oznacuje pruhyb nosniku ve sméru osy z v bodé z € (0,1),

e M (x) oznacuje ohybovy moment v bodé x € (0,1),

LOdvozeni této diferencidlni rovnice miizete vidét napiiklad ve videopfednéskach doc. Josefa Mevalda (Pfedndska 8 a
Prednéska 10) na http://www.kmp.tul.cz/content/pruznost-pevnost-i-ppi.



e J, oznacuje kvadraticky moment prifezu nosniku vzhledem k ose y (téz moment setrvacénosti).

Diferencidlni rovnice (1) je nelinedrni. V nasem piipadé se ale da ocekdvat, ze pruhyb u(xz) bude pro
v8echna z € (0,!) mnohem mensi nez délka nosniku, a proto jeho derivace u'(z) bude velmi blizka nule.

3
Hodnota (1 + (u’(m))2> * potom bude velmi blizk4 jedné a tlohu (1) miizeme zjednodusit na:

M(z)
E-J,

—u(x) = z € (0,1); u(0) =0, u(l) =0, (2)

coz uz je linearni diferencialni rovnice.

2.1 Hodnota J,

Hodnota J, je ddna vztahem:

Jy = /z2dS,
5

kde S je plocha prufezu nosniku. V nasem piipadé mame obdélnikovy prufez, a proto:
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2.2 Hodnota M(x)

Hodnotu M (x), tj. hodnotu ohybového momentu v bodé = € (0,1), uréime metodou mysleného fezu.
Nejprve uréime reakce v podpérach nosniku. Hmotnost nosniku je:

m = ohbl.

Tiha nosniku je:
Fy = mg = ohblyg,

kde g = 9,807m s~ 2 je tihové zrychleni. Po ulozeni nosniku vzniknou podle statickych podminek rov-
novahy v mistech podepfeni reakce, které maji (vzhledem k soumérnosti télesa) stejnou hodnotu a jsou

rovny poloviné tihy nosniku:

F hbl

Fy

Abychom zjistili hodnotu M v bodé z € (0,1), oddélime ¢dst nosniku odpovidajici intervalu (0, x).



Na oddélenou ¢dst nosniku pusobi reakce R4 a ttha F'(x) oddélené ¢dsti, kde F(x) = phbx g. Vzhle-
dem k bodu O tak vzniknou momenty sily o velikostech R4 -z a F'(x)- 5. Protoze je oddélend cast nosniku
ve statické rovnovéze, musi byt sou¢et momenta nulovy. Vzhledem k bodu O tedy existuje jeSté moment
sily M(z) a plati:

M(z) — Ra -z + F(z) g = 0,
z ¢ehoz dostavame:
B x  ohblg T ghbg( 2)
M(z) = Ra-z— F(x) 5 = 3 x—phbzxyg 5 = 5 le—a*).
2.3 Vysledna podoba okrajové dlohy
Dosadime vyrazy pro M(x) a J, do tlohy (2):
ehbg (l T — x2>
1) =
- bh3 9
E- Ay
6ogl ~— 6Gog »
—WE) = Tt ppe
_(z) = 6-7850-9,807 -2 . 6-7850-9,807 2
- 2-10'.0,012 2-10'"-0,012
Uloha mé tedy tvar:
—u(x) = 4,6191-107% -2 —2,3095- 1072 - z%; x€(0,2); u(0) =0, u(2)=0.  (3)

3 Reseni metodou konec¢nych diferenci

Zvolime krok déleni h = %; pii tomto kroku déleni hleddme aproximaci hodnot funkce u (tj. Feseni
ulohy (3)) v bodech:
1 3
x0 =0, T =35 x2 =1, T3 =5 x4 =2

Ozna¢me tyto aproximované hodnoty jako ug, ui, us, us, us. Z okrajovych podminek ihned plyne, ze
ug = ug = 0. Zbyva tedy urcit hodnoty uq, ue, us. Diferencidlni rovnici (3) pfepiSeme na soustavu tif
rovnic:
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) 1 1
S bl 4,6191-107% - = —2,3005 - 102 (2) ,
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] = 4,6191-107%-1-2,3095-10"%- 1%
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Po upravé dostaneme:

Su; — 4dus = 1,7322-1072,
—4u; + Supy — 4dus = 2,3095-1072,
— dupy + 8uz = 1,7322-1072,

jejimz (jedinym) feSenim jsou hodnoty:

w = 7,2173-107% = 7,2mm,
ug = 1,0104-1072 = 10,1 mm,
ug = 7,2173-107% = 7,2mm.

4 ReSeni Ritzovou metodou

Uloha (3) je pozitivné definitn{?, mtizeme tedy pouzit Ritzovu metodu. Jako bazi prostoru, ve kterém
budeme hledat aproximaci feseni, zvolime funkce:

2

vy () z(2 — ) 2x — a7,
va(z) = 222-1) = 22% —2?,
v3(z) = 23(2-12) = 22% -2t
Prvni derivace téchto funkei jsou:
vi(z) = 2-— 2z,
vh(r) = 4da — 322
vi(z) = 622 —4a®.

Energeticky sou¢in muzeme pomoci pravidla ,per partes” upravit na tvar:

Spocitame jednotlivé energetické souciny bazovych funkei:

2
(vi,m), = /(272x)~(272x)dx = i,
0
2 8
(vi,v2) 4, = /(2—2x)~(4$—3x2) dz = 3
0
2 16
(vi,v3) 4 = /(2—2:10)-(6:102—43:3) dz = =
0
2 64
(vo,v2) 4 = /(4x73z2)~(4x—3x2) dz = 1
0
2 32
(vo,v3) 4 = /(4x—3x2)~(6x2—4x3) de = 5
0
2
(v3,v3)4 = /(6x2—4x3)~(6x2—4x3) dr = %
0

Spocitdme skaldrnf souciny bazovych funkef a funkee na pravé strané diferencidlni rovnice v tloze (3):

2
(f,v1) = / (4,6191-1072 -2 —2,3095- 1072 - 2%) - (22 — 2°) dz = 2,4635- 10,
0
2
(f,v2) = / (4,6191-1072 -z —2,3095-107% - 2%) - (22° — 2®) do = 2,4635-102,
0
2
(f,v3) = / (4,6191-1072 -z — 2,3095 - 1072 - 2°) - (22® — 2*) do = 2,8154-107°.
0

2Pozitivn{ definitnost tlohy lze ovétit napiiklad podle Tabulky 1 v Pfednésce 6.



Dostdavame soustavu linearnich rovnic:

a1+ Sax + Pag = 246351072,
far + %ay +  Pag = 2,4635-1072,
By + Za; + Bag = 2,8154-1072
jejimz (jedinym) feSenim jsou hodnoty:
a; = 7,6985-1073,
as = 3,8492-1073,
as = —1,9246-1073.

Aproximaci feseni tilohy (3) je potom funkce:

G(z) = 7,6985-107% (22 —2®) + 3,8492-107°- (22 —2®) — 1,9246-107%- (22° — 2*)
= 3,0794-1072.2 — 1,5397-1072-2% + 3,8492.107 3.2

Graf této funkce vidime na nasledujicim obrézku (kladné hodnoty jsou zde vynédseny smérem dola, tj. ve
zvoleném kladném sméru osy z):

0,0192




