Volny kmitavy pohyb

Kmitavy pohyb — jakykoliv opakujici se déj systému, pri kterém systém
neprekroc€i konecnou odchylku od prislusné stabilni rovhovazné
polohy

Pricinou kmitavého pohybu je vratna konzervativni sila, ktera zavisi na
velikosti vychylky systému z rovnovazné polohy a sméruje proti této
vychylce (pusobi tak, aby se systém do rovnhovazné polohy vratil)

Pokud je vratna sila pfimo umeérna vychylce z rovhovazné polohy,
jedna se o linearni vratnou silu

Kmity zplsobené touto silou jsou harmonické
Linearni harmonicky oscilator — puvodce harmonickych kmitu

Kmitajici systém i vznikajici sily mohou byt velmi rozmanité povahy:
elastickeé sily u pruziny, tihova sila u kyvadla, indukované
elektromotorické napeti v elektrickém LC obvodu apod.



Linearni harmonicky oscilator

Vsechny harmonické kmity jsou popsany rovnici:

l(t) + @?u(t) =0

2
d—;+a)2u =0
dt

- obycejna diferencialni rovnice 2. radu s konstantnimi koeficienty a
nulovou pravou stranou — homogenni linearni rovnice 2. radu

kde u(t) predstavuje okamzitou vychylku systému z rovhovazného
stavu a ,,dvojtecka“ nad timto symbolem oznacuje jeho druhou
derivaci podle €asu a w je vlastni uhlova frekvence oscilatoru

Vlastni uhlova frekvence w uréuje , kinematiku* vychylek z
rovnovazného systému, prakticky to znamena, ze proces je
periodicky a w je jeho uhlova frekvence, definujeme tedy dalsi
konstantni veli€iny:

frekvenci f = w/(2m)

periodu T=1/f =2mw



Harmonické kmity mechanické (na pruzine)

- jednorozmérné (kmitani v jedné pfimce) - pi vychyleni systému z

rovhovazné polohy za€ne
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F B pusobit linearni vratna sila
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k - silova konstanta (tuhost pruziny)

mr(t) =F Specialni (jednorozmérna) pohybova
mX(t) = —kx(t) rovnice pro linearni harmonicky oscilator

¥
IX(t) + @?x(t) = 0|

X(t) = —% X(t) = —°x(t)

> =

k k 2= m 1 1 |k Dynamické znazornéni
— = — == =25 —, ===
m m T K T 2x\Vm| - rozmérova zkouska



http://www.acs.psu.edu/drussell/Demos/SHO/mass.html

Presneé reseni pohybove rovnice

‘x(’[) + a)zx(’[) = 0‘ - obyéejna homogenni linearni diferencialni rovnice
druhého radu s konstantnimi koeficienty

. . w . 2t
- predp. feseni ve tvaru X(t) =€
- charakteristicka rovnice s resenim A = *iw — rozepsat

X(t)=Ce'* +Ce '

kde integracni konstanty C, a C, musi byt obecné komplexni a plati C, =C,

- obecné reseni diferencialni pohybové rovnice

- rozepsat:

etwt = cos (wf) % i.sin (wi)
A=C,+C,=Asing A,=Ii(C,-C,)=Acos ¢

X(t) = A; cos wt+ A, sin wt

Obecna rovnice linearniho harmonického pohybu

Konstanty A, a A, chapeme jako slozky vysledného pohybu, pricemz slozka
reprezentovana konstantou A, predstavuje pohyb, u néhoz vychylka nabyva
hodnotu A, pro €as rovny nule a slozka reprezentovana konstantou A, predstavuje
pohyb posunuty vici predchozimu pohybu o 11/2; plati tedy:



Alternativni vyjadreni pro reseni

‘Az — A+ A;\ —> [X(t) = Asin(at + ¢)|

I)I?(et:riog)ic:itj(:t) | Asin|o(t+T)+¢]= Asin(a(t)+ @) =
ot+T)+p=at+p+2n T=;=2“\/;
ol =271

Vychylka




Rychlost a zrychleni

IX(t) = Asin(at + @)|

Odvozeni vztahu pro rychlost a zrychleni postupnym derivovanim

V(t) = X(t) = Awcos(ax + ) =V, cos(at + ¢)
a(t) = X(t) = —Aw’ sin(at + @) = —°X(t) = a_ sin(wt + @)

Rychlost je viici vychylce posunuta o 1/2, zrychleni vugci
vychylce je posunuto o 1r

Aw

V, =
2
a, =—Aw

- nepusobi-li na kmitajici systém disipativni sily, kmity jsou netlumené

- ilustrace na svislém kmitavém pohybu



Linearni oscilator v gravitacnim
- rozepsat p O | |

| F=—ku+mg = mul Pohybova rovnice

Ut)+@?u(t)=0 u®=ult)-go

u(t) =u(t) + go? = go > + Asin(at + @)
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Linearni harmonicky oscilator v gravitacnim poli:
Kmity s frekvenci w kolem rovnovazné polohy ug.
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Energie netlumenych
harmonickych kmitu

- Odvodit potencialni energii ze stlaceni pruziny
- v rovnovazné poloze predpokladame potencialni energii Ep =0

- potencialni energie Ep odpovidajici vychylce U(t)je dana praci

vykonanou vnéjsi silou E*, ktera pfekonava vnitfni pruznou silu systému
F — —kij » aby byl systém vyveden z rovhovazné polohy

- jetedy F* =—F



Energie netlumenych
harmonickych kmitu

Potencialni energie: dA=F dii = —Fdi =—Fdu
_ ( _ 0 r__ 0 ' r__ 1 2
E, _gdA_—‘ngu —_([ku du —Eku

u(t) = U sin(at + @)

E, :%kUZSinz(a)t+g0):%ma)2U 2sin’(at + @)

Kineticka energie: v(t) = u(t) =Uawcos(at + @)

Ey = ;mv2 = ;ma)ZU 2 cos® (ot + @)

Celkova energie je konstantni, na ¢ase nezavisla:

E=E,+E= ;ma)ZU 2[Sinz(a)t+(p)+ Cosz(a)t+g0)]= ;ma)zU 2

- pro netlumené kmity plati zakon zachovani mechanické energie



Potencial linearniho
harmonického oscilatoru

E
u="= ;a)zu 2 sin* (ot + @) = ;(ua))2 =—_au
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1. Hmotny bod kmita harmonicky. Pro jeho vychylku plati:
{y}=0,3sin B w{t}+ %n}
Uréete amplitudu vychylky, periodu a poc¢atec¢ni fazi kmitavého pohybu.

2. Hmotny bod kmita harmonicky a za 1 minutu vykona 180 kmiti s amplitudou 1
cm. Pocatecni faze kmitani je 60°. Napiste rovnici harmonickych kmitu a urcete
nejmensi dobu t pred pocatechim okamzikem (t = 0), ve kterém byla faze
nulova.

3. Hmotny bod kona harmonicky pohyb s amplitudou vychylky 10 cm a dobou
kmitu 1 s. UrcCete: a/ vychylku, rychlost a zrychleni hmotného bodu v ¢ase 1/8
s od za€atku pohybu, b/ dobu pohybu hmotného bodu z polohy rovnovazné do
krajni, c/ dobu za jakou vykona hmotny prvni polovinu této drahy, d/ dobu za
jakou hmotny bod vykona druhou polovinu uvazované drahy. Pocatecni faze
kmitavého pohybu je rovna nule.

4. Mechanicky oscilator je tvoren sériové spojenymi pruzinami o tuhostech k1, k2
a zavazim o hmotnosti m. Urcete periodu kmitil oscilatoru. Hmotnost pruzin a
vliv treni zanedbejte.



